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Hoofdstuk 1

Inleiding

Sequenties kunnen vergelijken en aligneren is van groot belang om de func-
tionaliteit van genen te kunnen achterhalen. Dankzij het aligneren van se-
quenties door onder meer BLAST of FASTA heeft men veel bijgeleerd over
de relaties tussen genomen onderling en de evolutie van genen. De meest
gebruikte toepassing voor deze programma’s is het vergelijken van een enkel
gen, de query-sequentie, ten opzichte van een database van genen.
Bij het merendeel van de query’s op een normale database worden indexen
gebruikt om snel het antwoord op de query te kunnen vinden. BLAST werkt
echter door de volledige sequentie-database lineair te scannen en delen van
de query-sequentie te aligneren met stukken sequentie uit de database. Als
men weet dat het aantal sequenties in deze databases exponentieel groeit,
is het duidelijk dat er voor sequenties ook een soort index gemaakt moet
worden.
In deze thesis bespreken we enkele datastructuren om sequenties te indexe-
ren, de suffix tree en de suffix array. Er bestaan een aantal algoritmes om
deze indexen te creëren. De belangrijkste doelstelling van deze thesis is na te
gaan in hoeverre deze algoritmes geschikt zijn om van een volledig genoom
de suffix tree of suffix array te construeren.
Naast de suffix tree en suffix array bespreken we ook de enhanced suffix
array, een index die als basis een suffix array heeft maar dankzij extra ta-
bellen voor de meeste toepassingen dezelfde tijdscomplexiteit heeft als een
suffix tree. Voor elk van deze index-structuren zien we een aantal construc-
tiealgoritmes en evalueren we enkele implementaties. In het laatste deel van
deze thesis overlopen we enkele algoritmes om sequenties te aligneren. We
tonen aan dat suffix arrays en suffix trees praktisch toepasbaar zijn, aligne-
ringsprogramma’s die van deze indexstructuren gebruik maken zijn in veel
gevallen sneller dan BLAST.
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Hoofdstuk 2

Suffix trees

2.1 Inleiding

Een suffix tree is een datastructuur die alle suffixen van een bepaalde se-
quentie S over een alfabet Σ indexeert. De belangrijkste toepassing van
de suffix tree is dat het zoeken van alle locaties in S waar een substring s
voorkomt, in lineaire tijd |s| kan gebeuren. Het opbouwen van een suffix
tree kan - zoals we in hoofdstuk 2.4 gaan aantonen - in O(n) tijd kan gedaan
worden, met n de lengte van de sequentie S.
Ook al kunnen suffix trees op belangrijke queries snel een antwoord vinden,
toch worden ze nog niet vaak gebruikt in de praktijk. Een mogelijke oorzaak
hiervoor is dat suffix trees - in tegenstelling tot normale indexen - meer
geheugen innemen dan de data die ze indexeren. Verschillende onderzoekers
hebben hiervoor een oplossing proberen te vinden door een suffix tree zo
compact mogelijk voor te stellen. De suffix tree implementatie van Kurtz
[GKS99] is tot nu toe één van de meest efficiënte qua geheugengebruik. Een
overzicht van enkele methoden om een suffix tree op te slaan geven we in
hoofdstuk 2.6.
Een tweede mogelijke verklaring dat suffix trees redelijk onpopulair zijn is
dat de oorspronkelijke papers van Weiner [Wei73] en McCeight [McC76],
waarin een algoritme gegeven wordt om een suffix tree in lineaire tijd te
construeren, de reputatie hebben zeer moeilijk te begrijpen zijn. Meer re-
cent heeft Ukkonen [Ukk92] een ander lineair algoritme gemaakt dat ge-
makkelijker uit te leggen is, en daardoor ook beter te implementeren. De
meerderheid van de implementaties die een lineair algoritme gebruiken om
de suffix trees te construeren gebruiken de methode van Ukkonen, daarom
behandelen we in deze thesis enkel deze methode.
Een ander probleem is dat het vrij lang duurt om een suffix tree te con-
strueren, zelfs indien de volledige suffix tree samen met de sequentie S in
het werkgeheugen past. In de bio-informatica hoeft dit geen groot probleem
te zijn, DNA-sequenties die men in een database opslaat zijn over het alge-
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HOOFDSTUK 2. SUFFIX TREES 3

meen stabiel, ze worden niet snel aangepast. De constructietijd is dus niet
het grootste issue.
Ook al bestaan er methodes om een suffix tree in lineaire tijd te construeren
toch gebruiken sommige onderzoekers liever alternatieve, niet-lineaire me-
thodes. Lineaire algoritmes lezen data op een semi-random manier uit het
geheugen. Indien de suffix tree dan wegens plaatsgebrek voor een deel op
de harde schijf moet worden opgeslagen gaat het algoritme zeer traag lopen,
toegang tot de harde schijf is - in vergelijking met toegang tot het geheugen
- een traag mechanisch proces. Er bestaan zeer eenvoudige niet-lineaire al-
goritmes die een suffix tree deel per deel construeren, waarbij stukken suffix
tree in het werkgeheugen gemaakt worden en pas daarna naar de harde schijf
worden geschreven. We zullen aantonen dat zij in de praktijk toch sneller
kunnen zijn dan hun lineaire tegenhangers.
Een suffix tree is een veelzijdige index die meer in haar mars heeft dan op
een snelle wijze subsequenties te localiseren. Een overzicht van de ande-
re mogelijkheden van een suffix tree, toegespitst op bio-informatica, kan u
vinden in hoofstuk 2.8.

2.2 Definities

Als we het in deze paper hebben over het construeren van een suffix tree
voor een sequentie, wordt hiermee een biologische sequentie bedoeld over
het alfabet a,c,g,t. Uiteraard kunnen suffix trees gebouwd worden voor elk
willekeurig en eindig alfabet.

Definitie 2.2.1 (Suffix tree). Een suffix tree τ voor een sequentie S met
lengte n bestaande uit tekens uit een alfabet Σ is een boom met exact n
bladeren. Elke inwendige node heeft ten minste twee en ten hoogste |Σ|
kinderen. Het label van een node is een niet lege substring van S waarbij
elke twee uitgaande bogen van een node niet met hetzelfde karakter kunnen
beginnen.

Met bovenstaande definitie is er echter nog een probleem. Neem als voor-
beeld de sequentie attcagttc, de prefix ttc van suffix ttcagttc is precies
hetzelfde als de suffix ttc . Als we van deze sequentie de suffix tree maken,
dan heeft de suffix ttc geen blad, wat in tegenspraak is met de definitie.
Om dit probleem op te lossen wordt er achteraan de sequentie een uniek
symbool geplaatst wat niet in het oorspronkelijk alfabet voorkomt. In de
literatuur wordt hiervoor meestal het karakter $ gebruikt. Op deze manier
kan geen enkele prefix van een suffix gelijk zijn aan een andere suffix, en
heeft bijgevolg elke suffix een overeenkomstig blad in de suffix tree. Merk
op dat $ wel tot het alfabet Σ gerekend moet worden. Een suffix tree van
een sequentie die niet eindigt op een uniek karakter noemt men ook wel een
impliciete suffix tree.
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De belangrijkste eigenschap van een suffix tree is dat voor elk blad i de
concatenatie van alle boog-labels op het pad van de root tot het blad i de
suffix van S is die begint op positie i. Deze suffix S[i..n] schrijven we ook
wel kortweg als suffix Si. We noteren deze suffix in de thesis als S[i..n]. Het
path(v) is de concatenatie van alle edge-labels van de root van τ tot de node
v, path(v) komt overeen met substring v. Elk path(v) in de suffix tree is
uiteraard uniek.
Omdat n ≥ 1 en S(1) 6= $ moet de root kinderen hebben, bijgevolg zijn
alle interne nodes branching nodes. Dit betekent eveneens dat er maximaal
n interne nodes kunnen zijn, die elk in constante space kunnen worden
opgeslagen. Omwille van het toevoegen van het $-teken heeft, wordt elke
suffix voorgesteld door exact één blad in de suffix tree (en omgekeerd). Een
suffix tree bevat dus n + 1 bladeren. Een suffix tree bevat dus ten hoogste
2n + 1 nodes, waardoor een suffix tree O(n) space inneemt.
Indien men van meerdere sequenties een suffix tree wil maken, kan men deze
in één sequentie plaatsen door bijvoorbeeld het teken $ tussen alle naburige
sequenties te plaatsen. Uiteraard moet ook bij deze samengevoegde sequen-
tie op het einde een uniek karakter worden bijgevoegd, hiervoor gebruikt
men meestal het teken #. Merk op dat samenvoegen van de sequenties zon-
der scheidingsteken niet veel zin heeft, deze sequenties zijn fysiek gescheiden
(bijvoorbeeld omdat ze op andere chromosomen liggen). Het is wel nuttig
om voor q verschillende sequenties in plaats van q verschillende suffix trees
te maken, één grote suffix tree te construeren. Indien bij een query toch al
de sequenties doorzocht moeten worden is het efficiënter de grote suffix tree
te doorzoeken dan alle aparte suffix trees.

Men moet een onderscheid maken tussen een suffix trie, een gewone suffix
tree en een gecomprimeerde suffix tree. Het verschil tussen een suffix trie en
een suffix tree is simpel, bij een suffix trie mag een boog slechts één karakter
hebben, zodat niet elke inwendige node een branching node is. Bij een
suffix tree kan een edge tussen twee branching nodes meer dan één karakter
beslaan. Een gecomprimeerde suffix tree heeft als labels van de edges geen
karakters meer, maar begin- en eindverwijzingen naar de posities van de
karakters in de sequentie. We hebben in figuur 2.1 de verschillen op een rij
gezet voor de sequentie ctc$. Links staat de suffix trie, in het midden de
gewone suffix tree en rechts de gecomprimeerde suffix tree.

2.3 Näıeve implementatie

De meest logische manier om van een sequentie een suffix tree te maken is
deze incrementeel op te bouwen. Bij de eerste stap bestaat de boom enkel
uit een root en één blad, waarbij de boog tussen root tot blad de volledige
sequentie S[1..n]$ is. Daarna worden de andere suffixen S[i..n]$ één voor
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Figuur 2.1: Suffix trie, suffix tree en gecomprimeerde suffix tree

één bijgevoegd, met i gaande van 2 tot n. De suffix tree die alle suffixen van
1 tot i bevat noemen we τi.
Boom τi+1 wordt uit boom τi opgebouwd door vanaf de root van τi het
langste pad te zoeken dat een prefix is van S[i+1..n]$. Dit pad kan gevonden
worden door opeenvolgende labels van bogen tussen nodes te matchen met
de karakters van de suffix S[i + 1..n]$, todat er geen match meer mogelijk
is. Dit pad is uniek omdat er bij een node geen twee uitgaande bogen zijn
met labels die met hetzelfde karakter beginnen. Op een gegeven moment
moet er een mismatch zijn tussen de labels en [i + 1..n]$ omdat geen suffix
van S$ een prefix kan zijn van een andere suffix van S$. Die mismatch kan
gebeuren in het midden van een label, of aan een node zelf wanneer geen
van de labels met het juiste karakter beginnen.
Indien de mismatch in het midden van een label voorkomt, het label van de
boog tussen nodes u en v, dan moet die boog in twee worden gebroken en een
nieuwe node w worden toegevoegd. Het label van de boog moet juist achter
het laatste karakter dat matchte met een karakter in S[i + 1..n]$ gesplitst
worden. De nieuwe boog tussen nodes u en w is gelabeld met het deel van de
boog tussen u en v dat overeenkwam met S[i + 1..n]$, de boog tussen w en
v is dan gelabeld met het overblijvende deel van de boog tussen u en v. Tot
slot moet er een nieuwe boog worden gemaakt tussen node w en het nieuwe
blad i + 1, met als label het niet gematchte deel van suffix S[i + 1..n]$.
Indien men vanuit een node geen bogen heeft waarvan het eerste karakter
van het label matcht met het volgende karakter van suffix S[i+1..n]$, moet
er een nieuwe boog tussen die node en een nieuw blad i + 1 worden gelegd.
Het label van deze boog wordt gevormd door de niet gematchte karakters
van suffix S[i + 1..n]$.
De boom bevat nu een uniek pad van de root naar blad i + 1, en dit pad
heeft als label S[i+1..n]$. De worst-case tijdscomplexiteit van dit algoritme
bedraagt O(n2), waarbij verondersteld wordt dat de grootte van het alfabet
constant is. Dit is gemakkelijk in te zien wanneer we een suffix tree maken
van een sequentie zoals aaaaaaaag. Telkens moet er een path van de root
tot de plaats van de nieuwe node worden afgelopen, in dit voorbeeld is
te zien dat er gemiddeld n/2 symbolen per suffix worden doorlopen. Er
worden n suffixen toegevoegd zodat de tijdscomplexiteit op O(n2) uitkomt.
Indien we suffixen invoegen in een boom die in evenwicht is gaat de average
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tijdscomplexiteit O(n log n) benaderen.

2.4 Lineaire constructie

In dit hoofdstuk presenteren we het algoritme van Ukkonen om een suffix
tree in lineaire tijd te construeren [Ukk92]. Ukkonen was niet de eerste die
met zulk een algoritme op de proppen kwam, Weiner [Wei73] ontwikkelde
in 1973 al het eerste lineaire suffix tree constructiealgoritme. Later, in 1976,
publiceerde McCreight [McC76] zijn ietwat efficiënter algoritme. Zowel de
methode van McCreight als Weiner construeren de suffix tree van rechts
naar links, dus door de kleinste suffix eerst toe te voegen. Het algoritme
van Ukkonen werkt door de suffixen van links naar rechts toe te voegen, de
methode is ongeveer even efficiënt als het algoritme van McCreight, maar
heel wat makkelijker om te begrijpen. Hier beschrijven we Ukkonens al-
goritme door te beginnen van een inefficiënte implementatie die stap voor
stap verbeterd wordt totdat het constructiealgoritme in worst-case tijdcom-
plexiteit slechts lineaire tijd nodig heeft. Dit hoofdstuk is voor een groot
deel gebaseerd op hoofdstuk 6 van het boek Algorithms on Strings, Trees
and Sequences: Computer Science and Computational Biology van Gusfield
[Gus97], aangevuld met voorbeelden.

2.4.1 Impliciete suffix trees

Een impliciete suffix tree van een string S met lengte n is een suffix tree
waarvan het laatste karakter niet noodzakelijk uniek is, wat tot gevolg heeft
dat niet elke suffix wordt voorgesteld door een blad. Sommige suffixen kun-
nen hierdoor eindigen in een node. De impliciete suffix tree van de string S
noteren we als I. Als men een gewone suffix tree heeft van string S$ dan kan
men een impliciete suffix tree bekomen door alle labels aan de bladeren het
symbool $ weg te laten. Hierdoor kan het gebeuren dat sommige bladeren
geen labels meer hebben, deze moeten ook verwijderd worden en vervolgens
moeten alle nodes die nog slechts één kind hebben verwijderd worden.

2.4.2 High-level beschrijving

Het algoritme werkt incrementeel in n fasen, in fase i+1 wordt uit suffix tree
Ii tree Ii+1 gemaakt, waarbij de impliciete suffix tree Ii overeen komt met
de prefix S[1..i]. Tijdens elke fase i + 1 gebeuren dan ook nog j = 1, . . . , i
updates van de suffix tree, elke extentie j zorgt ervoor dat suffix S[j...i + 1]
in Ii+1 zit. Dus in fase i + 1 wordt substring S[1...i + 1] eerst in de boom
geplaatst, gevolgd door S[2...i + 1], S[3...i + 1], . . . , S[i + 1].

Schematisch kan het algoritme als volgt worden weergegeven:

Algoritme 1. Lineair suffix tree constructiealgoritme van Ukkonen
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Construeer boom I1

for i from 1 to n− 1 do {
begin phase i + 1;
for j from 1 to i {

begin update j;
Zoek het einde van het path S[j..i] in de huidige boom,
vertrekkende van de root. Verleng dat path door het
karakter S[i + 1] er aan toe te voegen, zodat de boom
nu string S[j...i + 1] bevat.

}
}

Drie update regels

Nu is de vraag natuurlijk hoe path β = S[j..i] verlengd kan worden tot
βS[i + 1]. Er zijn drie mogelijkheden:

1. Indien het path β in de huidige tree eindigt op een blad wordt het
karakter S[i + 1] gewoon toegevoegd aan het einde van het label op
die blad-edge.

2. Als er een path β in de suffix tree zit, dat verder gaat met een karakter
q 6= S[i + 1] kunnen er twee zaken gebeuren. Ofwel eindigt path β op
een node, in dat geval moet een blad-node worden toegevoegd met als
label S[i + 1]. Ofwel eindigt het path β midden in een edge, zodat
die edge moet gesplitst worden. Op die plaats moet een node worden
toegevoegd, het path van de node is dan β, de uitgaande edges van de
node leiden dan naar een nieuw blad met edge-label S[i + 1] en naar
de node onder de gesplitte edge.

3. Soms is het path βS[i + 1] al aanwezig in de boom. Omdat we te
maken hebben met impliciete suffix trees moet niet elke suffix worden
voorgesteld door een blad, daarom verandert er in dit geval niets.

Elk van de hierboven beschreven regels zijn uit te voeren in constante tijd,
van zodra het einde van de suffix S[1..i] in de tree gevonden is. We kunnen
het einde van elke suffix β in O(|β|) tijd vinden door vanaf de root van de
tree te zoeken. Door deze benadering kan update j van fase i + 1 in O(i +
1 − j) tijd gedaan worden, Ii+1 kan dan uit Ii in O(n2) tijd geconstrueerd
worden en bijgevolg neemt het maken van In dan O(n3) tijd in beslag.
Deze tijdscomplexiteit van O(n3) kan worden verbeterd tot O(n) door een
aantal observaties en verbeteringen in de implementatie. Elk apart gaan
die observaties de tijdscomplexiteit niet verbeteren, maar door ze tegelijk te
gebruiken wordt het algoritme van Ukkonen lineair.
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2.4.3 Suffix links

Om de tijdscomplexiteit van kubisch naar kwadratisch te verminderen moet
bij elke update de juiste positie in de suffix tree in constante tijd worden
gevonden. Om dit te bereiken definiëren we het begrip suffix link .

Definitie 2.4.1 (Suffix link). Voor elke interne node v van een suffix tree
met als path xα, waarbij x ∈ Σ en α ∈ Σ∗, definieer s(v) als de node met
als path α. Een pointer van v naar s(v) is dan de suffix link van v.

We verduidelijken dit begrip aan de hand van de suffix tree van de sequentie
tatact$, in figuur 2.2. Deze suffix tree bevat 3 suffix links, waarvan twee
uitkomen in de root. Bij deze twee suffix links heeft het path α lengte nul.
Merk ook op dat de suffix links van een suffix tree op zich een boom vormen,
vanuit een willekeurige node kan men suffix links volgen tot aan de root.

Figuur 2.2: De suffix link

Suffix links kunnen als volgt gebruikt worden. Bij update j van phase i + 1
wordt het einde van het path S[j..i] gevonden, dit wordt uitgebreid met ka-
rakter S[i+1]. Update j+1 wordt op een gelijkaardige manier gedaan, eerst
moet het einde van path S[j + 1..i] gezocht worden en daarna uitgebreid.
Stel dat v een interne node is met path S[j]α dat een prefix is van substring
S[j..i] en s(v) een node is met path α. Door de suffix link te volgen vanuit
v naar s(v) kunnen we het α-deel van het path S[j + 1..i] afsnijden. Van-
uit node s(v) wordt dan het path verder gevolgd om het op het einde te
verlengen met karakter S[i + 1].
Nu moet nog worden aangetoond dat suffix links altijd bestaan en ze ge-
bruikt kunnen worden wanneer ze nodig zijn. Daarvoor wordt de volgende
observatie gebruikt: Als een interne node v gecreëerd wordt tijdens update
j in phase i + 1, dan bestaat node s(v) zeker na de volgende update j + 1.
Laat het path xα eindigen in node v, node v kan enkel gemaakt zijn aan
het einde van path S[j..i]. Vanuit v moet dus nog een ander path verder
lopen beginnende met het karakter c 6= S[i + 1]. De paden xαc en xα zijn
dus al toegevoegd voor phase i + 1. In update j + 1 bestaat node s(v) dus
al of wordt deze node toegevoegd aan het einde van het path α. Het is niet
onmogelijk dat node s(v) al bestond voor phase i + 1, mogelijk was er al
eerder een string met als prefix αd met d 6= c toegevoegd.
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In Ukkonens algoritme heeft elke nieuwe interne node een inkomende suffix
link pointer na de volgende update. Bijgevolg geldt voor elke impliciete
suffix tree Ii dat, indien een interne node v een path-label xα heeft, er een
node s(v) in Ii bestaat met path-label α. In elke phase wordt uit een suffix
tree Ii suffix tree Ii+1 geconstrueerd, aan de suffix tree Ii worden sequenties
S[1..i + 1], S[2..i + 1], . . . , S[i + 1] toegevoegd. Stel nu dat in update j een
node v wordt gecreëerd, dan wordt de node s(v) gevonden of gemaakt in
update j + 1 en de suffix link van v naar s(v) wordt gelegd. Als de node
s(v) al bestond dan was deze toegevoegd in een eerdere phase, maar door
de constructie heeft deze dan al een suffix link naar een node s(s(v)). Zoals
we in de definitie hebben gezien komt elke ketting van suffix links uit in de
root.
Stel dat we in phase i zitten tijdens de eerste update, dus string S[1..i] =
S[1]α wordt verlengd met karakter S[i+1]. Laat v de laatste inwendige node
zijn op het path S[1]α, met α mogelijk leeg. Omdat string S[1..i + 1] de
voorlopig langst toegevoegde string is weten we dat het einde van het path
niet uitkomt in een reeds bestaande node met een suffix link. Nadat we
S[i + 1] hebben toegevoegd aan path S[1..i], moeten we nu op een efficiënte
manier het einde van de string S[2..i] vinden in de huidige tree Ii. Vanuit
het einde van het path S[1..i + 1] stijgen we één label tot aan node v. Node
v is ofwel de root, ofwel een interne node. Indien het de root is, moet
het path [2..i] worden afgelopen zoals in het näıve algoritme. Indien v een
interne node is, heeft het wegens de constructie een suffix link naar node
s(v). Wegens de definitie van een suffix link is het path van s(v) een prefix
van α, dus moet het einde van string S[2..i] gevonden worden in de subtree
onder s(v). Bijgevolg moet het algoritme het path verder aflopen vanaf node
s(v), in plaats vanaf de root.
Om aan een string S[j..i], met j > 2, het karakter S[i + 1] toe te voegen
moet ongeveer dezelfde taktiek gehanteerd worden. Startend aan het einde
van string S[j − 1..i + 1] = S[j − 1]α in de huidige tree, moet er hooguit
één label naar boven worden gegaan tot men aan een node komt die een
suffix link heeft. De eerste node met een suffix link die men tegenkomt is
ofwel een inwendige node v, ofwel de root. Laat γ het label van de edge
zijn tussen het einde van string S[j− 1..i] en de bovenliggende node. Als de
suffix link van v naar node s(v) gevolgd wordt, moet vanaf deze laatste het
path γ gevolgd worden tot het einde van S[j..i]. Het volledige path is dan
gelijk aan α. Uiteindelijk moet karakter S[i+1] worden toegevoegd volgens
de update regels. Zie figuur 2.3 voor een verduidelijking.

2.4.4 Skip/Count truc

String S[j..i] is in update j reeds aan de boom toegevoegd, men kan dit path
volgen door de karakters van elke edge te onderzoeken, maar door het juist
kiezen van de edges moet niet elk karakter bekeken worden. Laat S[k] het
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Figuur 2.3: De juiste plaats localiseren voor een update

volgende karakter zijn dat op het path S[j..i] gematcht moet worden, een
edge met als label S[p..q] kan doorlopen worden door enkel te controleren
dat S[p] = S[k]. De rest van de karakters S[p+1..q] kunnen dan gemakkelijk
worden overgeslagen. Indien path S[j..i] niet meer genoeg karakters heeft
om te matchen met het volledige label S[p..q], kan men onmiddellijk gaan
naar karakter S[i] in label S[p..q] om daar karakter S[i+ 1] toe te voegen in
de boom. Nogmaals, het is dankzij de vaste volgorde waarmee het algoritme
strings verlengt dat we volledige labels kunnen overslaan omwille van hun
eerste karakter. Als we string S[j..i] willen verlengen zit deze al in de boom
en kan het dus niet voorkomen dat er een edge moet gesplitst worden voor
we het hele path S[j..i] hebben afgelopen. Het gevolg is dat het aflopen van
een path in even veel stappen kan als het aantal nodes op dat path, in plaats
van de lengte van de overeenkomstige labels.
Het aantal nodes op een path van de root tot een node u noemen we de
node-depth van u. Voor elke node v met een suffix link s(v) geldt dat de
node-depth van v ten hoogste één groter is dan de node depth van s(v). Een
suffix link volgen heeft dus als gevolg dat men hooguit één niveau dichter
bij de root komt. Elke interne node die een voorouder is van v en een path
xβ heeft, heeft een suffix link naar een node met path β. Omdat xβ een
prefix is van het path naar v volgt hieruit dat β een prefix is van het path
naar s(v) en bijgevolg gaat elke suffix link die vertrekt vanuit een voorouder
van v naar een andere voorouder van s(v). De node depth voor s(v) is ten
minste één (de root) plus het aantal interne voorouders van v die path-labels
hebben van meer dan één karakter lang (indien het path één karakter lang is
wijst de suffix link naar de root). Daarom kan v dus een node-depth hebben
die ten hoogste één groter is dan s(v).

Deze truc heeft - samen met de suffix links - belangrijke gevolgen voor de
tijdscomplexiteit van het algoritme. Elke phase bedraagt nu nog slechts
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O(n) tijd. Er zijn i + 1 ≤ n + 1 updates in phase i + 1, binnen een update
gaat het algoritme ten hoogste één node naar boven in de tree, volgt de suffix
link, gaat een aantal nodes naar beneden en voert de update uit. De update
op zich gebeurt in constante tijd, de vraag is hoeveel nodes er naar beneden
gewandeld moeten worden. Het volgen van de suffix link kan de node-depth
verminderen met één. Het is belangrijk om in te zien dat de node-depth
in een tree nooit groter kan zijn dan n, een extreem voorbeeld is de string
aaaaaaat, de lengte van de string is hier gelijk aan de maximale node-depth.
Aangezien per update de node-depth slechts 2 keer verminderd kan worden
en de maximale node-depth n bedraagt, betekent dit dat de bovengrens voor
het aantal verhogingen van de node-depth tijdens een phase ten hoogste 3n
bedraagt.
Door het gebruik van de skip/count truc is de tijd om een edge af te lopen
constant, zodat de totale tijd voor een phase gelijk is aan O(n). Omdat
er n phases zijn bedraagt de tijdscomplexiteit voor het algoritme op dit
punt O(n2), wat even snel is als de näıve methode. Door nog een paar
optimalisaties door te voeren kan deze tijdscomplexiteit verlaagd worden
tot O(n).

2.4.5 Drie extra observaties

De tot dusver gebruikte voorstelling van de suffix tree gebruikt Θ(n2) space.
Het is onmogelijk om een O(n) algoritme te maken dat Θ(n2) space gebruikt,
dus er moet wel iets veranderd worden aan de manier waarop de suffix tree
wordt opgeslagen.

Edge-label compression

In plaats van bij elke edge expliciet de substring te schrijven, worden enkel
index-paren bijgehouden op die edge. Een index-paar duidt het begin en
eindpunt aan van de substring in S. Omdat het algoritme een kopie heeft
van de string S, kan - gegeven de positie - in constante tijd worden opgezocht
uit welke karakters die edge bestaat. Het aantal edges in een suffix tree is ten
hoogste 2n− 1, als er twee integers per edge worden gebruikt heeft de suffix
tree slechts O(n) space nodig. We hebben deze voorstelling al gedefiniëerd
in hoofdstuk 2.2 onder de naam van een gecomprimeerde suffix tree. We
herhalen hier deze voorstelling omdat ze cruciaal is voor het algoritme van
Ukkonen.

Regel 3 is een no-op

Als suffix update regel 3 wordt toegepast in update j, dan zal deze regel ook
worden toegepast als we de volgende substringen S[j+1..i+1], S[j+2..i+1],
. . . , S[i+1] invoegen. De rest van de updates in phase i+1 worden impliciet
gedaan nadat er een update j is gebeurt waarbij regel 3 werd toegepast.
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Eens een blad altijd een blad

Als een blad wordt gecreëerd blijft het altijd een blad. Ten eerste omdat
er geen update regel bestaat die kind-nodes aan een blad node hangt, ten
tweede omdat wanneer update j een blad toevoegd, bij de updates j in de
volgende phases regel 1 wordt toegepast. In elke volgende phase i+1 wordt
het karakter S[i + 1] toegevoegd aan het edge-label van dat blad.
Noem de laatste update van phase i waarbij regel 1 of 2 wordt toegepast
ji. We weten dat van zodra er via regel 2 een blad is gemaakt, de updates
j in de volgende phases regel 1 gaan toepassen. Dus van zodra regel 2
wordt toegepast gaat in de volgende phases regel 1 worden toegepast in de
overeenkomstige update. Hieruit volgt rechtstreeks dat ji ≤ ji+1. Deze
observatie suggereert dat in phase i + 1 alle expliciete updates van 1 tot ji

impliciet kunnen gebeuren.
Wanneer in phase i + 1 een blad wordt gecreëerd zou het normaal gezien
als label de substring S[p..i + 1] krijgen. In plaats van de edge de indices
(p, i + 1) te geven kan men indices (p, e) gebruiken. De e staat symbool
voor het huidige einde van de suffix, in elke phase i + 1 krijgt symbool e als
waarde i + 1.
Als conclusie kunnen we stellen dat in phase i + 1 expliciete updates enkel
nodig zijn tussen update ji + 1 tot aan de eerste update waar regel 3 van
toepassing is, of totdat de laatste update i + 1 van die phase gebeurd is.
Alle andere updates kunnen impliciet in constante tijd gedaan worden.
Per phase kan nu het volgende algoritme worden gebruikt:

1. Set index e := i + 1.

2. Bereken updates ji+1,. . . ,j∗ totdat j∗ > i+1 of regel 3 werd toegepast
in update j∗.

3. Set ji+1 := j∗ − 1.

Door gebruik te maken van suffix links en enkele implementatie-trucs is
Ukkonens algoritme in staat een impliciete suffix tree te bouwen in O(n)
tijd.
De updates die expliciet worden berekend in twee opeenvolgende phases i en
i + 1 gebeuren op een verschillende positie j, behalve voor update j∗. Deze
update kan opnieuw berekend worden in de volgende phase. Deze tweede
berekening van update j∗ kan gebeuren in constante tijd door het einde van
het path te onthouden na de vorige berekening. Stel j = 1, . . . , n + 1 is de
index van de huidige update, dan kan deze index nooit verlaagt worden over
de phases 2, . . . , n + 1, maar ze kan wel dezelfde blijven. Dus er worden
hooguit 2n updates expliciet berekend.
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2.4.6 De volledige suffix tree

Het algoritme maakt een reeks impliciete suffix trees I1 tot In. Deze laat-
ste moet nog worden omgevormd naar een echte suffix tree in O(n) tijd.
Eerst moet er een uniek eind-teken $ worden toegevoegd aan de sequentie
S. Ukkonens algoritme moet dan nog een extra phase uitvoeren, zodat er nu
geen enkele suffix een prefix kan zijn van een andere suffix. Elke suffix in
de suffix tree wordt nu expliciet voorgesteld door een blad. De enige andere
verandering die moet gebeuren is om elke index e op elke blad-edge om te
zetten in het getal n. Dit kan uiteraard gebeuren in O(n) tijd door de boom
éénmaal te doorlopen. Het resultaat van deze aanpassingen is een suffix
tree, gebouwd in O(n) tijd.

Een voorbeeld

We overlopen het algoritme van Ukkonen aan de hand van de sequentie
gtatacta$. In tabel 2.1Per phase voeren we alle updates uit, we zeggen
erbij of ze al dan niet impliciet worden uitgevoerd. De meest rechtse kolom
geeft het nummer van de update aan. Een pijl duidt de laatste expliciete
update j∗ die wordt uitgevoerd in die phase, alle updates < j∗ in de volgende
phase worden impliciet uitgevoerd.
In phase 6 wordt de eerste suffix link gelegd die niet uitkomt in de root, we
hebben de impliciete suffix tree voorgesteld in figuur 2.4, de linkse boom
is deze na phase 5, de rechtse na phase 6. Eerst wordt tijdens phase 6 in
update 4 de substring tac toegevoegd in de boom, waarbij een nieuwe node
ta wordt gecreëerd. De volgende update voegt substrinc ac toe, vanuit node
ta bestaat nog geen suffix link, dus gaan we 1 node naar boven en komen
zo uit in de root. Vandaar wordt het path dat begint met a afgelopen, na
het karakter a is er een mismatch, op die plaats wordt het label gesplitst
en node a wordt ingevoegd. Uit update 4 hebben we de positie van node
ta bijgehouden, nu kunnen we de suffix link leggen van node ta naar a. In
update 6 wordt er nog een suffix link gelegd van node a naar de root.
De suffix link van node ta naar a wordt voor het eerst gebruikt tijdens up-
date 8 in phase 9. Nadat substring ta$ in update 7 is toegevoegd kunnen
we vanuit node ta de suffix link volgen naar a, om daar de substring a$ in
te voegen. Tijdens het uitvoeren van het algoritme van Ukkonen wordt de
path-lengte bijgehouden, om zo te weten hoeveel karakters van een substring
reeds gematcht zijn. Dus in node ta weten we dat de path-lengte 2 bedraagt,
indien de suffix link naar node a gevolgd wordt vermindert de path-lengte
met 1. Hierdoor kan het eerste karakter van substring a$ genegeerd worden.

In hoofdstuk 2.7.2 beschouwen we een systeem, TOP-Q, dat gebruik maakt
van het algoritme van Ukkonen. We vergelijken TOP-Q met TDD, wat een
niet-lineair constructie algoritme gebruikt in hoofdstuk 2.7.3.
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phase 1 g regel 2 1 ←
phase 2 gt regel 1 1

g regel 2 2 ←
phase 3 gta regel 1 (impliciet) 1

ta regel 1 2
a regel 2 3 ←

phase 4 gtat, tat regel 1 (impliciet) 1, 2
at regel 1 3
t regel 3 4 ←

phase 5 gtata, . . . , ata regel 1 (impliciet) 1, 2, 3
ta regel 3 4 ←
a regel 3 (impliciet) 5

phase 6 gtatac, . . . , atac regel 1 (impliciet) 1, 2, 3
tac regel 2 4
ac regel 2 5
c regel 2 6 ←

phase 7 gtatact, . . . , act regel 1 (impliciet) 1, 2, 3, 4, 5
ct regel 1 6
t regel 3 7 ←

phase 8 gtatacta, . . . , cta regel 1 (impliciet) 1, 2, 3, 4, 5, 6
ta regel 3 7 ←
a regel 3 (impliciet) 8

phase 9 gtatacta$, . . . , cta$ regel 1 (impliciet) 1, 2, 3, 4, 5, 6
ta$ regel 2 7
a$ regel 2 8
$ regel 2 9 //

Tabel 2.1: Berekening van de suffix tree voor sequentie gtatacta$

Figuur 2.4: Van update 4 in phase 6 naar update 5
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2.5 Incrementele opbouw van suffix trees

In het vorige hoofdstuk zijn suffix links voor het eerst gedefinieerd, hun func-
tie is om snel van de ene plaats naar de andere in de suffix tree te springen.
Suffix trees zijn vrij kwistig met geheugen, een normale suffix tree neemt
acht tot twaalf keer meer plaats in dan de sequentie die ze indexeert. Als we
een suffix tree willen construeren voor een grotere sequentie past de suffix
tree al snel niet meer in het werkgeheugen, daarom moeten (onafgewerkte)
delen van de suffix tree worden weggeschreven naar de harde schijf. Het
volgen van een suffix link die naar een node verwijst die op de harde schijf
staat, kost zeer veel tijd. Een optimale voor de hand liggende manier om
te voorspellen waar suffix links naar wijzen bestaat niet. Bij het volgen
van de suffix links verplaatst men zich op een horizontale manier door de
boom, terwijl een path volgen van root naar een bepaalde node op de boom
vertikaal doorkruist.
Om deze redenen wordt door verschillende onderzoekers geen gebruik ge-
maakt van suffix links bij het construeren van de suffix tree. Een moge-
lijkheid bestaat erin de sequentie meerdere keren te overlopen en telkens
een deelboom van de suffix tree op te bouwen. Hierdoor wordt de lineaire
tijdscomplexiteit vervangen door een O(pn2) tijdcomplexiteit in worst case,
met p het aantal partities. De average case tijdscomplexiteit hangt in grote
mate af van hoe random de karakters verdeeld zijn in een sequentie. Indien
er alle karakters ongeveer even veel voorkomen en random verspreid zijn,
gaat deze tijdscomplexiteit Θ(m log m) benaderen.

In [HAI01] wordt de suffix tree opgesplitst in partities, een partitie bestaat
uit suffixen die allemaal een prefix hebben van een bepaalde lengte. Suffixen
die beginnen met eenzelfde prefix zitten uiteraard allemaal in dezelfde sub-
tree. Het aantal partities p en dus de lengte van de prefix hangt af van de
hoeveelheid geheugen die men verwacht om de volledige suffix tree voor te
stellen, Smm genaamd, en de hoeveelheid main memory Amm. Het aantal
partities bedraagt dus:

⌈

Smm
Amm

⌉

Voor elke partitie pw worden alle suffixen van de sequentie gescand. Alle
sequenties met die bepaalde prefix w worden in de partitie pw ingevoegd.
Nadat een partitie volledig is wordt deze opgeslagen in secundair geheugen.
Het is belangrijk om in te zien dat de volledige sequentie in het werkgeheu-
gen blijft en dat ook elk van de subtrees afzonderlijk in het main memory
moeten passen. Anders faalt het algoritme.

Het belangrijkste punt van kritiek op deze werkwijze is dat DNA niet altijd
pseudo-random verdeeld is en dat hierdoor bepaalde subtrees veel groter zijn
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dan andere. Dit heeft tot gevolg dat de verwachte tijd dat het algoritme
nodig heeft groter gaat zijn dan Θ(n log n). Doordat bepaalde subtrees erg
groot zijn, en elke subtree even ver van de root staat, groeit het aantal
partities lineair als de sequentie langer wordt. Per subtree moet de volledige
sequentie éénmaal doorlopen worden. De combinatie van deze twee gegevens
geeft dat de tijd dat het algoritme in de praktijk nodig heeft eerder O(n2)
benadert.
De oplossing voor dit probleem bestaat er in om in plaats van subtrees te
creëren die allemaal een even lange prefix |w| hebben, de suffix tree dyna-
misch op te splitsen [Bro04]. Eerst worden partities gemaakt met een vaste
prefix lengte |w|. Indien het aantal suffixen binnen die partitie te groot is
om een subtree te bouwen die in het geheugen past, wordt die partitie ver-
der opgesplitst, totdat er enkel blokken overblijven die wel in het geheugen
passen. Soms komt het voor dat wanneer van een partitie pw de subtree is
gemaakt, er nog plaats in het geheugen overblijft om van een andere partitie
de volledige subtree te bouwen. In dat geval wordt de subtree van pw pas
naar disk geschreven als de andere subtree ook is geconstrueerd. Nadat alle
subtrees op de harde schijf staan wordt van alle prefixen van die subtrees de
stam van de uiteindelijke suffix tree gemaakt.
Het algoritme blijft uiteraard worst case tijdscomplexiteit O(n2) hebben,
maar omdat de sequentie minder moet worden doorlopen gaat dit volgens
de auteurs in de praktijk een average case tijdscomplexiteit opleveren van
Θ(n log n).

2.5.1 Samenvoegen van suffix trees

Dikwijls wordt een sequentie gezocht in een hele set van database-sequenties.
Men kan dan een suffix tree construeren voor elke van die sequenties in de
database, maar bij een query moeten al die suffix trees worden doorzocht
om te zien of ze de gevraagde substring bevatten. Het is heel wat efficiënter
om alle suffix trees samen te voegen om zo het zoekproces te versnellen. In
dit hoofstuk wordt een manier geschetst om suffix trees samen te voegen tot
één geheel.

De meeste onderzoekers gaan er van uit dat de sequentie waarvan een suf-
fix tree moet gebouwd worden in het geheugen past. In [TTHP05] wordt
beschreven hoe men door de sequentie in verschillende sukken kan delen en
per deel de suffix tree kan construeren. De verschillende suffix trees worden
uiteindelijk samengevoegd tot één enkele boom. Zij vergelijken hun algo-
ritme met sort-merge, dat ook in verschillende fasen werkt. Bij sort-merge
worden de elementen verdeeld in sets waarna elke set in het geheugen wordt
gesorteerd. Daarna worden de gesorteerde subsets in één of meer fasen sa-
mengevoegd.
Het algoritme dat door de auteurs beschreven wordt heet ST-Merge. In
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principe kunnen de suffixen puur random in groepen worden ingedeeld, maar
het is logisch om opeenvolgende suffixen te nemen. Daardoor moet niet de
hele sequentie worden ingeladen in het geheugen maar enkel het deel waar
de startposities van de suffixen zich bevinden, samen met een beperkt aantal
symbolen rechts van het begin van de laatste suffix.
Van elk van die groepen wordt de suffix tree gemaakt, bijvoorbeeld door ge-
bruik te maken van het TDD algoritme van dezelfde auteurs, wat in hoofd-
stuk 2.7.1 wordt besproken. De aparte suffix trees kunnen allemaal in één
keer worden samengevoegd, of in fasen waarbij intermediaire suffix trees wor-
den gecreëerd. Het algoritme zelf bestaat uit twee functies, EdgeMerge en
NodeMerge. De functies roepen elkaar recursief op totdat de verschillende
bomen zijn samengevoegd.

Werking van het algoritme

Het merge algoritme begint met de verschillende root nodes om te vormen
tot de root van de samengevoegde boom. Dit gebeurt door de functie No-
deMerge op te roepen. EdgeMerge wordt gebruikt door NodeMerge als er
verschillende nodes met uitgaande edges die een gemeenschappelijke prefix
hebben, moeten worden samengevoegd.
De NodeMerge functie krijgt als parameters een NodeSet en een ParentEdge
mee. Het moet de nodes samenvoegen en onder de ParentEdge plaatsen in
de samengestelde suffix tree. Eerst worden alle uitgaande edges van de nodes
uit de NodeSet gegroepeerd volgens hun eerste symbool. Dus er ontstaan ten
hoogste |Σ| groepen, met |Σ| de grootte van het alfabet. Omdat de edges
van elke node al gesorteerd zijn kan gemakkelijk het count-sort algoritme
worden gebruikt. Vervolgens bekijkt het algoritme elke groep van edges,
indien er in een groep slechts één edge zit betekent dit dat in de andere
suffix trees geen suffixen zitten die dezelfde prefix hebben als de suffixen in
deze subtree. Deze subtree kan daarom rechtstreeks in de samengevoegde
boom worden gekopiëerd. Indien een groep meer dan één edge bevat, creëert
het algoritme een nieuwe uitgaande edge voor de samengevoegde node.
EdgeMerge voegt verschillende edges bij elkaar die beginnen met hetzelfde
symbool. Als parameters krijgt het een EdgeSet en een ParentNode mee.
Eerst zoekt het de langste gemeenschappelijke prefix (lgp) van de set edges
en maakt een nieuwe edge in de samengevoegde boom die als label de lgp
krijgt. Als sommige edges langere labels hebben dan de lgp, worden die edges
gesplitst door een node toe te voegen na de lgp. Alle nodes die eindigen op
de lgp kunnen nu worden samengevoegd door NodeMerge aan te roepen, ze
eindigen immers allemaal op een edge met hetzelfde label.
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Algoritme 2. NodeMerge(NodeSet, ParentEdge)

If (ParentEdge == NULL)
Maak nieuwe node N voor samengestelde boom

Else
Maak nieuwe node N op eind van ParentEdge

Groepeer de nodes in de NodeSet volgens eerste karakter
For each edge group

If (group.size() == 1)
Kopieer edge en subtree naar node N van de samengestelde boom

Else
EdgeSet := edges in de edge group
EdgeMerge(EdgeSet, N)

Algoritme 3. EdgeMerge(EdgeSet, ParentNode)

L := langste gemeenschappelijke prefix (lgp) van edges in EdgeSet
Maak uitgaande edge vanuit ParentNode met label L
NodeSet := {}
For each edge in EdgeSet

If lgp < edge label
Maak nieuwe node in boom door edge te breken na lgp
Nieuwe node aan NodeSet toevoegen

else
Voeg node op einde edge toe aan NodeSet

NodeMerge(NodeSet, E)

We werken nog een voorbeeld uit van enkele suffix trees die worden samen-
gevoegd.
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Figuur 2.5: We noemen de drie suffix trees T1, T2 en T3, de uiteindelijke
suffix tree wordt FT genoemd. Het algoritme begint door de NodeMerge
functie aan te roepen op de drie bomen, waardoor een root-node wordt
gecreëerd voor FT. Onder die root-node komen 5 groepen, waarvan de T-
groep en de $-groep slechts één edge hebben.

Figuur 2.6: De A- C- en G-groep bevatten meer dan één edge zodat de Ed-
geMerge functie wordt opgeroepen op elk van deze groepen. Eerst wordt de
edge naar de A-groep berekend, omdat voor T2 als T3 de labels hetzelfde
zijn, blijft het label naar de A-groep in de samengevoegde suffix tree ook het-
zelfde. De overeenkomstige nodes worden samengevoegd door NodeMerge
op te roepen.
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Figuur 2.7: Voor de C-groep zijn niet alle edges gelijk, dus wordt uit de drie
labels de langste gemeenschappelijke prefix berekend en worden de edges ge-
splitst in T2 en T3. De nieuwe nodes van T2 en T3 worden door NodeMerge
samengevoegd met de reeds bestaande node van T1.

Figuur 2.8: Ook bij de G-groep moet een nieuwe node worden gecreëerd
met als label de langste gemeenschappelijke prefix van de labels. Er moet
een nieuwe node worden gëınsert in T1, T2 en T3, die vervolgens worden
samengevoegd door NodeMerge.

Figuur 2.9: De uiteindelijke suffix tree FT.
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2.6 Fysieke voorstelling suffix tree

Er bestaan een aantal datastructuren om een suffix tree voor te stellen, elk
met hun eigen voor- en nadelen. In dit hoofdstuk geven we eerst de twee
basisvoorstellingen, de gelinkte lijst en de array voorstelling. Daarna gaan
we dieper in op twee implemenaties van Kurtz et Al. om een suffix tree
zo compact mogelijk voor te stellen zonder veel snelheidsverlies tijdens de
constructie. De eerste methode is een lineair algoritme dat gebaseerd is op de
gelinkte lijst voorstelling. De tweede voorstelling, wotd genaamd, vertrekt
van een niet lineair algoritme maar stelt de suffix tree nog compacter voor,
onder andere door geen suffix links te gebruiken. In de laatste sectie geven
we nog een implementatie van Japp, waarbij de top van de suffix tree wordt
gecomprimeerd.

2.6.1 Basisvoorstelling

Eén van de meest logische voorstellingen van een suffix tree is een boom-
structuur waarbij per interne node een gelinkte lijst met child-nodes wordt
bewaard, dit noemt men de gelinkte lijst voorstelling van een suffix tree.
Het kost weinig moeite om deze lijst eventueel gesorteerd op te bouwen, wat
belangrijk is voor sommige toepassingen op suffix trees. Indien men een vrij
groot alfabet heeft, gaat de kost van het doorlopen van de lijst doorwegen
tijdens zowel de constructie als het gebruik van de suffix tree. Een ander
nadeel van deze voorstelling is dat er ruimte verloren gaat aan de pointers
die de lijst bij elkaar moeten houden, zeker indien het aantal kinderen van
een node de grootte van het alfabet Σ benadert. In dat geval had men beter
een array gealloceerd, wat ons tot de volgende voorstelling brengt.
Een alternatief voor de gelinkte lijst is om elke interne node een array van
grootte Σ te geven. Elk element van de array representeert een karakter
uit het alfabet, indien een edge begint met dat karakter bevat dat element
uit de array een pointer naar een kind-node. Dit soort voorstelling van een
suffix tree wordt de array implementatie van een suffix tree genoemd. Het is
zeer gemakkelijk om dit soort suffix tree te updaten, maar het belangrijkste
nadeel is dat er veel geheugen wordt verspild. Hoe lager men in de boom
komt, hoe minder kinderen elke node gemiddeld heeft. Onderaan de boom
zijn dan ook de meeste van de pointers in de arrays null-pointers. Het is
ook logisch dat bij een groot alfabet er meer plaats gaat verkwist worden
dan bij een klein alfabet.
Het is duidelijk dat een aantal methodes samen kunnen worden gebruikt
om een suffix tree compacter op te slaan. In hoofdstuk 2.6.4 zien we twee
methodes om een suffix tree te construeren waarbij zowel arrays als gelinkte
lijsten worden gebruikt om een suffix tree voor te stellen.
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2.6.2 Gelinkte lijst

Kurtz heeft veel aandacht besteed om suffix trees te verkleinen, het hoofd-
doel in zijn paper [Kur99a] was om suffix trees zo compact voor te stellen
zodat de volledige suffix tree in het geheugen kon opgebouwd worden. Met
de volledige suffix tree in het geheugen kan men immers gemakkelijker line-
aire constructiealgoritmes gebruiken, van zodra de suffix tree voor een deel
in het secundair geheugen zit gaat - zoals al eerder aangetoond - het volgen
van suffix links naar nodes die zich op de harde schijf bevinden bijzonder
veel tijd in beslag nemen. Zijn voorstel gebruikt de suffix tree voorstelling
van McCreight [McC76], namelijk de gelinkte lijst, waarop Kurtz dadelijk
enkele optimalisaties doorvoert. Vanuit deze implementatie vertrekt Kurtz
om een nog compactere suffix tree te verkrijgen.

Stel dat we een substring w hebben die in de suffix tree wordt voorgesteld
door een branching node w, dan weten we dat w meerdere keren voorkomt
in de sequentie S. De meest logische oplossing is om de node w te koppelen
aan het eerste voorkomen van w in S. Maar er bestaat ook nog een andere
mogelijkheid die niet minder logisch is, namelijk w koppelen aan de tweede
positie waar w in voorkomt. De tweede keer dat we bij het opbouwen van
een suffix tree een prefix van een suffix tegenkomen betekent dat er een
branching node wordt ingevoegd.
Laat headi, met i ∈ [2, n + 1], de langste prefix zijn van S[i..n] die ook een
prefix is van S[j..n] voor j ∈ [1, i − 1]. Voor elke branching node w duidt
headposition(w) de kleinste integer i ∈ [1, n + 1] zodat voor de overeenkom-
stige string w van w geldt dat w = headi. Door de constructie van de suffix
tree weten we dat voor elke suffix S[i..n] een branching node bestaat in de
suffix tree en voor elke branching node w een headposition bestaat.
Kurtz geeft een simpele voorstelling voor een suffix tree door middel van een
gelinkte lijst. Een suffix tree τ wordt voorgesteld door twee tabellen Tleaf en
Tbranch. Voor elke leaf node is slechts één pointer nodig naar de right sibling.
De leaf nodes worden lexicografisch opgeslagen, zodat voor alle i, j ∈ [0, n]
met i < j geld dat Tleaf[i] <lex Tleaf[j]. Elke branching node w, die woord w
voorstelt, wordt opgeslagen als vijf waarden die elk in een integer passen:

1. firstchild verwijst naar het eerste kind van w

2. branchbrother wijst naar de rechtse sibling van w, indien deze niet
bestaat is het een null-waarde

3. depth is de diepte van node w, de lengte van de overeenkomstige string
w

4. headposition van w
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5. suffix link wijst naar een node v die string v voorstelt, waarbij av = w
met a ∈ Σ

De array van de branching nodes wordt lexicografisch geranschikt volgens
de string die elke node voorstelt, dus de volgorde van Tbranch is dezelfde als
wanneer we de suffix tree depth-first zouden doorlopen.
Men kan zich ook afvragen waarom de depth van een branching node, de
lengte van het path naar die node, wordt bijgehouden in plaats van de lengte
van de inkomende edge. De reden hiervoor is dat tijdens de constructie van
de suffix tree de lengte van de inkomende edge kan verkleind worden indien
deze edge wordt gesplitst om een branching node toe te voegen. De diepte
van een node daarentegen blijft altijd hetzelfde. Dus de depth is niet het-
zelfde als de node-depth in de beschrijving van het algoritme van Ukkonen
in hoofdstuk 2.4.4, daar telt het aantal nodes op het path in plaats van de
lengte van dat path.

De waarden van firstchild, branchbrother en Tleaf[j] kunnen verwijzen naar
zowel een leaf als een branching node, om het verschil aan te duiden wordt
de meest significante bit van de integer gebruikt om aan te duiden naar wel-
ke tabel de pointer verwijst.

Stel dat de suffix tree bestaat uit q interne nodes b1, ..., bq gesorteerd op
headposition, zodat headposition(bi) < headposition(bi + 1) voor elke i ∈
[1..q− 1]. Elke node bi krijgt een nummer i, waarbij b1 uiteraard de root is.
In de tabel Tbranch worden de nodes opgeslagen volgens headposition.
De tabel Tleaf gebruikt n integers, tabel Tbranch 5q integers. In het ergste
geval hebben we dat q = n, zodat de worst-case geheugengebruik 5n integers
bedraagt. Het is ook mogelijk om de head positie i op index i in Tbranch te
plaatsen . Op die manier is het niet nodig om de head positie van elke node
apart bij te houden. Deze implementatie heeft wel tot gevolg dat er altijd
4n integers nodig zijn voor de Tbranch tabel. In de praktijk is q bijna altijd
kleiner dan 0.8n, zodat deze manier van opslag toch meer plaats inneemt.
Men zou altijd de nodes kunnen opslaan in breadth-first of depth-first volg-
orde, om plaats te sparen voor de sibling of kind referenties. Jammer genoeg
weet men bij de constructie van de suffix tree niet hoeveel kinderen of si-
blings een node gaat hebben, zodat er bij het invoegen van een node een
onbepaald aantal nodes moeten verschoven worden in de tabel. Dit in te-
genstelling tot de 3 of 4 updates die er bij de huidige implementatie moeten
gebeuren indien een node wordt toegevoegd.
We hebben aan de hand van deze voorstelling de sequentie ataccatc$ uit-
gewerkt, indien een getal verwijst naar de Tleaf tabel staat het in het vet
gebruikt.
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Tleaf

leaf leaf number Tleaf [j]

ataccatc$ 1 6

taccatc$ 2 7

accatc$ 3 4
ccatc$ 4 8

catc$ 5 4

atc$ 6 null
tc$ 7 null
c$ 8 null
$ 9 null

Tbranch

branching node root a c at t
node number 1 2 3 4 5

firstchild 2 3 5 1 2

branchbrother null 3 5 null 9

depth 0 1 1 2 1
headposition 1 3 5 6 7
suffixlink 1 1 5 1

Enkele verbeteringen

Nu we de gelinkte lijst hebben voorgesteld overlopen we een aantal observa-
ties die hebben geleid tot een nog compactere voorstelling van de suffix tree.
De suffix tree is compacter voor te stellen omdat de Tbranch tabel redundante
informatie bevat. Dankzij gebruik te maken van enkele eigenschappen van
head positions kan deze redundante informatie worden weggewerkt.

Observatie 1

1. Indien u en v verschillende branching nodes zijn dan volgt hieruit dat
headposition(u) 6= headposition(v).

2. Voor elke branching node aw met als overeenkomstige string aw, be-
staat er een branching node w, met als overeenkomstige string w, waar-
voor geldt headposition(aw) + 1 ≥ headposition(w).

De eerste observatie is vanzelfsprekend, een suffix kan niet verantwoordelijk
zijn voor twee branching nodes. De tweede observatie is gemakkelijk in te
zien dankzij volgende voorbeelden. Neem als eerste voorbeeld de - artificiële
- sequentie tawcgawggwt$, in dit geval hebben we het karakter a dat twee
keer voorkomt voor een w. Suffix awcgawggwt$ wordt toegevoegd voor
suffix awggwt$, waardoor de branching node aw ontstaat. In dit voorbeeld
wordt de branching node aw gemaakt voor de branching node w, zodat



HOOFDSTUK 2. SUFFIX TREES 25

headposition(aw)+1 = headposition(w). Als we de sequentie tawcgbwgawt$
nemen, zien we dan de branching node w voor branching node aw ontstaat,
de tweede suffix met prefix w wordt ingevoegd voor de tweede suffix met
prefix aw zodat headposition(aw) > headposition(w).
Kortom, observatie 1.2 impliceert ook dat voor elke aw geldt dat ofwel
headposition(aw) + 1 = headposition(w) ofwel headposition(aw) > headpo-
sition(w). We delen de nodes nu op in twee groepen: large nodes en small
nodes (het waarom van het opdelen wordt later duidelijk). Een node aw is
een small node indien headposition(aw) + 1 = headposition(w), node aw is
large indien headposition(aw) > headposition(w). De root zelf is small noch
large.

Observatie 2

1. Indien aw small is, dan geldt nodenum(aw) + 1 = nodenum(w).

2. Indien nodenum(aw) = q en q > 1 dan is aw large, waarbij q het aantal
branching nodes is.

Deze observatie toont aan dat een small node altijd gevolgd wordt door een
branching node, en dat de laatste branching node een large node is. Volgens
deze observatie kunnen we de sequentie b2, ..., bq branching nodes opsplitsen
in kettingen van nul of meer opeenvolgende small nodes gevolgd door één
enkele large node. Een ketting is een ononderbroken deelsequentie bl, ..., br

van b2, ..., bq met r ≥ l zodat het volgende geldt:

• bl−1 is geen small node

• bl, . . . , br−1 zijn small nodes

• br is een large node

Het is gemakkelijk in te zien dat elke branching node behalve de root een
member is van precies één ketting. Volgende observatie toont aan dat small
nodes flink wat redundante informatie bevatten.

Observatie 3

Stel dat bl, . . . , br een ketting is, dan zijn volgende eigenschappen waar voor
elke i ∈ [l, r − 1]:

1. bi.depth = br.depth + (r − i)

2. bi.headposition = br.headposition− (r − i)

3. bi.suffixlink = bi+1
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Uit deze vaststelling heeft Kurtz een verbeterde gelinkte lijst implementatie
gemaakt, waarbij een small node minder ruimte nodig heeft dan een large no-
de, de informatie kan immers worden afgeleid uit die large node. De laatste
observatie toont immers aan dat het niet nodig is om bi.depth, bi.headposition
of bi.suffixlink voor i ∈ [l, r − 1] op te slaan, bi.suffixlink verwijst naar de
volgende node in de ketting, en indien de afstand bi.distance = r − i tus-
sen de small node bi en de large node br bekend is, kunnen bi.depth en
bi.headposition in constante tijd worden achterhaald.
De branching nodes worden dus in twee groepen opgedeeld, small en large
nodes, die elk andere informatie bevatten. Voor elke small node w wordt
w.distance, w.firstchild en w.branchbrother opgeslagen. Elke large node
houdt de waarden van w.firstchild, w.branchbrother, w.depth, w.headposition
en w.suffixlink bij.
Kurtz heeft aangetoond dat een small node kan worden opgeslagen in twee
integers en een large node in vier. We overlopen zijn voorstelling en maken
hierbij een aantal kritische opmerkingen.

Eerst bekijken we hoe een large node precies wordt voorgesteld. We weten
dat deze zoals de small nodes twee integers firstchild en branchbrother bevat.
Dankzij enkele observaties zijn er slechts twee extra integers nodig om de rest
van de waarden (depth, headposition en suffixlink) bij te houden. Gegeven
een large node w die een meest rechtse kind v heeft. Dan bestaat een
reeks waarden die begint met een firstchild -referentie en voor de rest k − 1
branchbrother/Tleaf-referenties die w en v aan elkaar linken. Indien de node
v een blad voorstelt voor een bepaalde suffix S[j..n] waarvan j ∈ [1, n +
1] dan is Tleaf[j] een null-referentie. Aan de andere kant, indien node v
een branching node is dan is v.branchbrother een null-referentie. Uiteraard
kan een null-waarde worden voorgesteld door één bit, dus deze integer kan
gebruikt worden om w.suffixlink op te slaan. Dit heeft dus tot gevolg dat
we de kinderen van node w moeten doorlopen om de suffixlink van w te
achterhalen.
Dus om een suffix link te volgen moeten er in worst case O(|Σ|) nodes worden
afgelopen, dit betekent gelukkig genoeg dat de suffix tree nog kan gemaakt
worden in O(|Σ|n) time omdat er bij het opbouwen van een suffix tree slechts
n keer een suffix link wordt gevolgd. Bovendien hebben algoritmes die ge-
bruik maken van suffix tree al een alfabet-factor in hun tijdscomplexiteit.
In de praktijk kan dit echter toch de opbouw van een suffix tree vertragen,
daarom wordt alweer een truc toegepast.
In de meeste gevallen hebben nodes die dicht bij de root liggen het meeste
kinderen. Dus vooral voor deze nodes gaat het opzoeken van suffix links
het traagste verlopen. Aan de andere kant is hun diepte meestal klein, er
worden slechts weinig bits gebruikt om deze diepte op te slaan. Daarom
kan de rest van de integer worden gebruikt om de suffixlink in op te slaan.
Kurtz stelt voor om aan nodes die een diepte kleiner of gelijk aan 210-1 =
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1023 hebben, de suffix link toe te voegen.

Een small node w bevat w.distance, w.firstchild en w.branchbrother, maar
neemt toch slechts twee integers in beslag. Dit is mogelijk door in een ketting
na 31 small nodes een large node toe te voegen. Daardoor kan de distance
slechts vijf bits in beslag nemen, deze waarde kan dus bijgevoegd worden
in één van de andere twee integers. De kans dat een ketting langer dan 32
nodes is, dus dat de distance groter wordt dan 32, wordt vrij laag ingeschat
door Kurtz.

Figuur 2.10: Bit layout voor een small en large node

In figuur 2.10 staat de bit-layout van de branching nodes, (1) en (2) stellen
de twee integers van de small node voor en (1)-(4) de vier integers voor de
large node. Een small node slaat in integer (1) de depth op in de eerste 5 bits,
de depth heeft een waarde tussen 1 en 31, bij een large node is deze waarde
altijd 0. Hierdoor is het onmiddellijk duidelijk of we te maken hebben met
een small of een large node. De overblijvende 27 bits van integer (1) en de
twee eerste bits van integer (2) worden gebruikt om de firstchild -referentie
op te slaan. De bit in integer (2) gemarkeerd met een ↓ is de null-bit, indien
deze geset is, is v het meest rechtse kind van w en wordt in de overblijvende
29 bits de suffixlink van w opgeslagen. Indien die null-bit niet geset is, wordt
de branchbrother -referentie op die plaats opgeslagen.
Een large node heeft nog twee extra integers (3) en (4). Indien de eerste
bit van integer (3) is geset, dan is de diepte van de large node ten hoogste
210 − 1 = 1023 en wordt in de 10 meest rechtse bits de distance-waarde
bijgehouden. De overblijvende 21 bits van integer (3) en de vijf eerste bits
van integer (4) worden gebruikt om de suffix-link bij te houden. Indien de
eerste bit van integer (3) niet is geset, dus indien de depth groter is dan
1023, worden de 27 rechtse bits van integer (3) gebruikt om de depth op
te slaan. De rechtse 27 bits van integer (4) worden altijd gebruikt voor de
headposition.
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Zowel de small als de large nodes worden in dezelfde tabel T ′
branch verzameld,

ze worden gerangschikt volgens hun headposition. Een verwijzing naar een
branching node gebeurt via zijn base adres in T ′

branch, de index van de eerste
integer van die node. Stel dat we σ small nodes hebben en λ large nodes, dan
bevat de T ′

branch-tabel 2σ + 4λ integers. Samen met de Tleaf -tabel betekent
dit dat er n + 2σ + 4λ integers nodig zijn om de suffix tree op te slaan.
Omdat een small node slechts de helft is van een large node is het belangrijk
de verdeling ervan te weten. Volgens Kurtz ligt λ, het aantal large nodes,
bij een binair alfabet rond de waarde 0.7n. Ze kwamen uit op dit getal
na enkele proeven, maar kunnen dit niet bewijzen zodat er gerekend moet
worden met een logische upper bound van λ ≤ n.
In de voorstelling van de small en large nodes wordt ook het aantal bits
dat gebruikt kan worden om naar een blad in de Tleaf-tabel te verwijzen,
gelimiteerd. Hierdoor kunnen er niet 232 − 1, de maximale waarde van een
integer, bladeren geadresseerd worden. Men kan aantonen dat er suffix trees
kunnen gemaakt worden van input sequenties die bestaan uit maximaal
227 − 1 = 134.217.727 elementen. De beperkende factor is dat een first-
child -referentie uit 27 bits bestaat, dus er kunnen slechts 227 − 1 bladeren
geadresseerd worden.
We hebben bovenstaand voorbeeld verder uitgewerkt in figuur 2.11. We
hebben slechts één small node, namelijk at. De small node at hoort bij
large node t. De afstand tussen de twee nodes is 1, dit is de kleine 1 bij
de eerste positie van at. Bij de eerste positie van de large node t staat een
kleine 0, om aan te duiden dat het een large node is. Van elke large node
uitgezonderd de root wordt de derde positie gedeeld door links de (geringe)
depth en rechts de suffix link. In de Tleaf-tabel worden in de Tleaf [j]-waardes
die null zijn, de suffix links van hun parents bijgehouden. We duiden ze aan
door ze te onderlijnen. Deze suffix links staan ook in de Tbranch[j] tabel
omdat de depth van deze nodes lang geen 1023 bereikt, zodat er nog plaats
overblijft om ze te stockeren.

Tleaf

leaf leaf number Tleaf [j]

ataccatc$ 1 6

taccatc$ 2 7

accatc$ 3 4
ccatc$ 4 8

catc$ 5 4

atc$ 6 15
tc$ 7 1
c$ 8 1
$ 9 null
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Figuur 2.11: De gelinkte lijst voorstelling van Kurtz

2.6.3 Lazy suffix trees

In vorig hoofdstuk hebben we een methode gezien om een suffix tree die in
lineaire tijd geconstrueerd wordt zo klein mogelijk te houden. Hier bekijken
we een suffix tree constructiealgoritme dat niet lineair is maar nog minder
plaats inneemt, de lazy suffix tree [GKS99]. Suffix links worden bij deze
voorstelling niet bewaard. Het algoritme is write-only top-down, nodes die
weggeschreven zijn naar tabel T worden nooit meer bezocht tijdens de con-
structie. Ook al werkt het algoritme niet lineair, toch is het in de praktijk
goed werkbaar door zijn simpliciteit en zijn goede locality of reference. We
beschrijven hier twee versies van het algoritme, een luie (lazy) manier om
een suffix tree te construeren en een gulzige (eager). Bij de luie methode
wordt de subtree onder een node pas uitgewerkt als een algoritme expliciet
toegang vraagt tot die node. De eager methode werkt tijdens de constructie
de volledige suffix tree uit.

Werking van het wotd-algoritme

Het wotd -algoritme gaat uit van het feit dat de subtree onder de branching
node u volledig bepaald wordt door alle suffixen van de sequentie S$ die u
als prefix hebben. Dus als we de set R(u) = {s |us is een suffix van S$}
van overblijvende suffixen hebben, kunnen we de node u evalueren. Het
evalueren van de set R(u) gebeurt als volgt, eerst wordt de set verdeeld in
groepjes volgens het eerste karakter na de prefix u. Voor elk karakter c ∈ Σ,
laat groep(u, c) = {w ∈ Σ∗ | cw ∈ R(u)} de c-groep van R(u) zijn. Indien
een c-groep slechts één string w telt, dan heeft node u een leaf edge met als
label cw. Indien een groep(u, c) ten minste twee strings telt dan bestaat er
een edge cv naar node ucv waarbij v de langste gemeenschappelijke prefix is
van alle string in groep(u, c). Node ucv kan dan verder geëvalueerd worden
via de set R(ucv) = {w | vw ∈ groep(u, c)}.
Het wotd -algoritme begint met de set R(root) waarin alle suffixen zitten van
sequentie S$. Alle nodes van de suffix tree kunnen recusief worden berekend
uit de set van de overblijvende suffixen.
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De suffix tree data structuur

Om de structuur van de suffix tree uit te leggen moeten we eerst enkele
begrippen definiëren.
Een leaf set ℓ(α) van een node α wordt als volgt gedefinieerd. Voor een blad
sj geldt dat ℓ(sj) = {j}, voor een branching node u geldt dat ℓ(u) = {j |u v→
uv is een edge en j ∈ ℓ(uv)}. We kunnen een orde tussen de kinderen van een
branching node definiëren, uv ≺ uw als en slechts als minℓ(uv) < minℓ(uw).
Sets van bladeren zijn nooit leeg en ℓ(uv) ∩ ℓ(uw) = ∅.
Zoals we in hoofdstuk 2.4.5 al hebben uitgelegd is een edge label een sub-
string van S$ en kan deze worden voorgesteld als een paar indexen (i,j) die
naar het begin en einde van de substring in S$ wijzen. We tonen nu aan dat
het volstaat om enkel de linkse index (li) op te slaan, terwijl de labels van
de edges toch nog in constante tijd achterhaald kunnen worden. Stel dat
u

v→ uv een edge is in de suffix tree. We definiëren li(uv) := minℓ(uv) + |u|
als zijnde de linkse index van uv. Stel dat uv een branching node is en i =
li(uv), en stel dat uvw het kleinste kind is van uv volgens de ’≺’ relatie. We
weten dus dat minℓ(uv) = minℓ(uvw) en dus ook dat li(uvw) = minℓ(uvw)
+ |uv| = minℓ(uv) + |u| + |v| = li(uv) + |v|. Stel nu dat r = li(uvw). Dan
volgt daaruit dat v = si . . . si+|v|−1 = si . . . sli(uvw)−1 = si . . . sr−1.
Concreet komt het er op neer dat we het label van de edge kunnen vinden
door te kijken naar de linker index van de parent edge, en de linker index
van het meest linkse kind. Uiteraard moet het label van het meest linkse
kind in constante tijd opgevraagd kunnen worden. Dit is mogelijk dankzij
de referentie firstchild(u) naar het eerste kind u. Zoals al eerder aangeduid
worden de kind-nodes gesorteerd via de ≺-relatie en in die volgorde vlak
langs elkaar opgeslagen. Enkel de edge naar het eerste kind wordt expliciet
via de firstchild -waarde aangeduid. Zowel de li - als de firstchild -integers
worden in dezelfde tabel T bewaard.
Naar een node u wordt gerefereerd via de index in tabel T waar li(u) wordt
bewaard. Om een volwaardige suffix tree representatie te verkrijgen moet
ook nog aangeduid worden wanneer we te maken hebben met een blad. Dit
gebeurt via een leaf bit, een rightmost child bit duidt een node aan die geen
rechterbroer heeft volgens de ≺-relatie.

Opbouwen van de suffix tree

Bij het evalueren van een niet uitgewerkte node u moeten we weten waar
de suffixen die onder deze node horen, de set R(u), precies gelocaliseerd
zijn in de sequentie. Daarvoor wordt een globale array suffixen gebruikt,
deze bevat pointers naar de suffixen. De set R(u) houdt voor een niet
geëvalueerde node u pointers bij naar de suffixen. Deze pointers naar suffixen
zijn per set gesorteerd op lengte. Nu worden de grenzen left(u) en right(u)
van de pointers van set R(u) opgeslagen in de twee integers die in tabel T
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gereserveerd zijn voor de branching node u. Om nu geëvalueerde en niet
geëvalueerde nodes uit elkaar te houden wordt er een derde bit gebruikt, de
unevaluated bit.
Voor elke node u moet worden bepaald hoeveel kinderen dat ze heeft, dit
gebeurt door alle eerste karakters van de suffixen in het interval [left(u),
right(u)] uit de tabel suffixen te groeperen op hun eerste karakter c. Elk
karakter c dat voorkomt komt overeen met een edge die vanuit u vertrekt.
De suffixen uit een c-groep bepalen volledig de subtree onder die edge. Per
c-groep worden de suffixen gesorteerd in een subinterval. Om het label van
die edge te vinden moet de langste gemeenschappelijke substring bepaald
worden.
De kinderen van node u worden in tabel T bewaard, een groep die slechts
één suffix telt wordt een blad. Een blad b kan worden voorgesteld door een
enkele integer, de linker index li(b). Een groep die uit meerdere suffixen
bestaat heeft uiteraard een branching node v tot gevolg. Deze node is nog
niet uitgewerkt en wordt in tabel T voorgesteld door left(v) en right(v). De
set R(v) wordt bewaard in tabel suffixen. Alle kinderen van node u worden
vlak na elkaar opgeslagen volgens de relatie ≺. Nu we alle kind-nodes van u
afgelopen hebben, worden de waarden left(u) en right(u) vervangen door de
integers li(u) := suffixen[left(u)] en firstchild(u). De unevaluated bit voor u
wordt verwijderd.

De nodes in de suffix tree kunnen op verschillende manieren worden uitge-
breid. De eerste manier wordt eager (=gulzig) genoemd, de nodes worden
in depth-first volgorde doorlopen en per node worden de kinderen van links
naar rechts toegevoegd. Het algoritme dat de suffix tree op deze wijze op-
bouwt wordt daarom wotdeager genoemd. Een alternatieve manier wordt
lazy genoemd, een node wordt pas geëvalueerd indien een algoritme voor de
eerste keer toegang vraagt tot de subtree. Het algoritme dat deze strategie
hanteert wordt wotdlazy genoemd.

We werken de sequentie ataccatc$ uit in de wotdeager voorstelling, het
eerste karakter van de sequentie heeft index 1. Figuur 2.12 laat de opbouw
van de suffix tree niveau per niveau zien, terwijl figuur 2.13 de opgeslagen
vorm van de suffix tree voorstelt.

Plaats- en Tijdscomplexiteit

Een suffix tree kan via bovenstaande constructie worden opgeslagen in 2q+n
integers, waarbij q het aantal branching nodes is. Een boom met n blade-
ren kan maximaal n − 1 interne nodes hebben, q kan dus maximaal n − 1
bedragen. Waar nog rekening mee moet worden gehouden is de extra plaats
die nodig is om het algoritme te kunnen laten werken, deze kan maximaal
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Figuur 2.12: Het opbouwen van de suffix tree volgens wotdeager

Figuur 2.13: De suffix tree volgens wotdeager
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uit 2.5n extra integers bestaan. De suffixen array bestaat uit n integers,
het algoritme om de suffixen per groep te sorteren op hun eerste karakter
neemt nog maximaal n− 1 integers in beslag, de grootte van de set suffixen
die gesorteerd wordt. Daarboven houdt het wotdeager -algoritme ook nog
een stack bij van ten hoogste n/2, om referenties bij te houden naar niet
geëvalueerde nodes.

Het is duidelijk dat dit algoritme minder plaats nodig heeft dan de gelinkte
lijst voorstelling van Kurtz uit hoofdstuk 2.6.3. Dit verschil zit onder andere
in het feit dat het wotd algoritme geen suffix links opslaat. Bijgevolg is
het ook niet evident om dit algoritme in lineaire tijd te laten werken, de
auteurs van [GKS99] gaan niet dieper in op de vraag of dit mogelijk is.
De tijdscomplexiteit van het algoritme heeft als average tijdscomplexiteit
θ(n log n) en als worst-case tijdscomplexiteit O(n2).
Experimenten tonen aan dat de gebruikte space tussen 9 en 11 bytes per
input karakter ligt, afhankelijk van de aard van de sequentie. Vergeleken met
de gelinkte lijst voorstelling uit vorig hoofdstuk toegepast op het algoritme
van McCreight, betekent het wotd -algoritme een verbetering van gemiddeld
één byte. Voor DNA is er zelfs een vermindering van 12.80 bytes naar 10.48
bytes voor het genoom van de bacterie E.coli. Enkel voor DNA was het
gelinkte lijst algoritme significant sneller dan wotd. Over het algemeen is de
suffix tree van DNA groter dan suffix trees van andere types sequenties. Dit
komt omdat het alfabet van DNA zeer kort is, het bevat slechts 4 karakters.
Het gevolg is dat er meer branching nodes zijn in de tree, wat neerkomt op
een groter geheugengebruik.

Repetitieve sequenties

Bij de bespreking van de performatie van het wotd -algoritme wordt ook
aangegeven dat het algoritme niet goed overweg kan met stringen waarin veel
herhalingen voorkomen. Jammer genoeg is DNA dikwijls repetitief doordat
knippen, plakken en recombinatie van stukken DNA vaak voorkomt in de
natuur. Lange herhalingen binnen een DNA-sequentie hebben tot gevolg
dat er edges zijn met bijzonder lange labels. Op zich heeft dit geen effect
op de grootte van de suffix tree, elke substring wordt immers weergegeven
door twee indexen die verwijzen naar het begin en einde van de substring in
de sequentie. Het probleem is dat de langste gemeenschappelijke prefix van
de suffixen van een subtree gezocht moet worden om de edge een label te
kunnen geven. Om dit probleem op te lossen kunnen we teruggrijpen naar
een observatie uit hoofdstuk 2.4.3. De labels van de edges die uit de nodes
w en aw vertrekken zijn dikwijls dezelfde, ofwel is de edge van w een prefix
van aw. De suffixen uit R(aw) zijn, op een prefix a na, een subset van de
suffixen uit set R(w).
Uit deze observatie kan men gemakkelijk een verbetering afleiden voor het
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wotd -algoritme. Indien m de lengte is voor de lgp die voor node w bere-
kend is, dan kan men bij de constructie van node aw onmiddellijk de eerste
m karakters van de suffixen overslaan. Het write-only karakter van het
wotd -algoritme gaat hiermee wel verloren, samen met de locality of referen-
ce, omdat node w opgevraagd moet worden wanneer node aw geëvalueerd
wordt. Men kan dit idee ook recursief gaan toepassen en zelfs de suffixen
gaan toevoegen volgens toenemende suffix lengte. Hiermee creëert men een
nieuw algoritme dat fel lijkt op Weiner’s landmark algorithm [Wei73].

2.6.4 Comprimeren van de top van de suffix tree

Nodes die dicht bij de top van een suffix tree zijn gesitueerd hebben ge-
middeld genomen meer kinderen dan nodes die dicht bij de bladeren van
een suffix tree geplaatst zijn. Bij de inleiding van dit hoofdstuk hebben we
gezien dat nodes met veel kinderen beter worden voorgesteld door middel
van arrays met grootte |Σ| die pointers bevatten naar alle kinderen, terwijl
nodes met relatief weinig kinderen minder plaats innemen indien ze worden
opgeslagen in een gelinkte lijst. Het is relatief eenvoudig om hiervoor een
datastructuur op te stellen, gewoon de c bovenste niveaus in arrays bewaren
en de rest in gelinkte lijsten. Toch kunnen er enkele problemen ontstaan.
Ten eerste moet men weten hoeveel niveaus van de suffix tree men gaat
bewaren in een array structuur. Dit hangt uiteraard af van de grootte van
zowel het alfabet als de sequentie. Een ander probleem is dat een suffix tree
niet altijd evenwichtig is, indien niet alle symbolen even veel voorkomen
krijgt men een schuine suffix tree. Hierdoor is het moeilijker op voorhand te
bepalen hoe groot c moet zijn om de suffix tree optimaal te kunnen opslaan.

Japp heeft een eigen systeem beschreven om een suffix tree voor te stellen,
de top-compressed suffix tree [Jap04]. Zijn methode bestaat erin om een
suffix tree te zien als een set onafhankelijke subtrees die gelinkt zijn aan
een gecomprimeerde top. De c bovenste niveaus van de suffix tree worden
gecomprimeerd tot een arrayvoorstelling over twee niveaus.
Stel dat we c niveaus van de suffix tree willen comprimeren, dan heeft elke
subtree een prefix van exact c karakters lang. We kunnen die sequenties van
c karakters associëren met unieke integers door de karakters te gebruiken als
coëfficiënten in een c-de graadse polynomiaal P . Indien we te maken hebben
met een alfabet met grootte |Σ| betekent dit dat de array met pointers naar
mogelijke subtrees c|Σ| groot is. Indien de c bovenste niveaus vrij sparse zijn,
dus dat de meeste nodes weinig of geen kinderen hebben, zitten er grote op-
eenvolgende stukken in de array die geen pointers naar subtrees bevatten.
Deze leegtes nemen enkel geheugen in en kunnen worden weggewerkt door
van de array een two-level array te maken. Als de oorspronkelijke array in
s1 stukken wordt ingedeeld, kan een index-array - in de paper backbone ge-
noemd - met grootte s1 links bevatten naar die stukken. Indien een bepaald
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stuk geen pointers naar subtrees bevat wordt er ook geen geheugen voor
gealloceerd. Zie figuur 2.14 voor een verduidelijking.

Figuur 2.14: Opslag van waarden in twee niveaus

Een voor de hand liggend alternatief bestaat erin om een array te maken
die per entry een pointer naar een subtree bevat, samen met een integer
i die via P is omgezet. Deze array moet gesorteerd zijn volgens i. Nu
kan men, gegeven een sequentie, niet onmiddellijk naar de overeenkomstige
subtree gaan, maar via een zoek-algoritme kan men deze subtree wel in
log k stappen vinden, met k het aantal subtrees. Andere methodes zijn
ook mogelijk, indien c erg groot wordt kan men de arrays op twee niveaus
vervangen door een B-Tree.
Naast besparing van geheugen kunnen door deze opsplitsing van de suffix
tree queries ook efficiënter worden beantwoord. Men houdt de backbone van
de suffix tree in het geheugen en haalt via de ribs de subtrees van de harde
schijf van zodra dit nodig is. Per query wordt de harde schijf slechts één
of twee keer aangesproken, tegenover meerdere keren indien de suffix tree
op een klassieke manier wordt bewaard in het secundair geheugen. Bij deze
laatste voorstelling moeten de kinderen van een node worden opgevraagd
van harde schijf, daarna opnieuw de kinderen van één van deze nodes, etc. . .,
totdat de query is beantwoord. Dit proces kan uiteraard versneld worden
door meerdere niveaus per iteratie terug te geven, doch deze voorstelling
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is niet zo gecomprimeerd als de methode van Japp zodat er minder in het
geheugen kan geladen worden.
Deze voorstelling van een suffix tree heeft jammer genoeg enkele nadelen.
Ten eerste is het mogelijk dat een suffix tree niet evenwichtig is, sequenties
waarin een aantal symbolen niet evenredig verdeeld zijn of waarbij bepaalde
substringen meer voorkomen, hebben een schuine suffix tree. Het resultaat
zou dan kunnen zijn dat er deelbomen ontstaan die te groot zijn om in het
geheugen geladen te worden.

2.7 Buffering

In de laatste jaren kan men de auteurs die onderzoek verrichten naar de con-
structie van suffix trees ruwweg in twee groepen indelen, zij die vertrekken
vanuit de implementatie van Ukkonen of McCreight en zij die de lineaire
constructie laten vallen omwille van de inefficiëntie van suffix links. Bij het
algoritme van Ukkonen worden suffix links gebruikt om van de ene locatie
naar de andere te gaan in constante tijd. Het probleem is echter dat die
locaties op totaal verschillende plaatsen in de boom kunnen liggen. Bij de
constructie van een grote suffix tree kan deze niet volledig in het geheugen
blijven, waardoor delen van de suffix tree in en uit het geheugen moeten
geladen worden wanneer een suffix link naar een positie wijst die zich op de
harde schijf bevindt.

In dit hoofdstuk vergelijken we twee verschillende implementaties met el-
kaar, TOP-Q [BH04] en TDD [TTHP05], wat staat voor Top Down Disk
based. We kiezen deze twee systemen om verschillende redenen, ten eer-
ste omdat het recente systemen zijn, de papers over TOP-Q en TDD zijn
beide in 2004 gepubliceerd. Daarnaast gaan beide algoritmes uit van een
bekend algoritme, TOP-Q gebruikt het algoritme van Ukkonen terwijl TDD
het wotd -algoritme van Kurtz gebruikt. TOP-Q vertrekt dus van een li-
neair algoritme terwijl TDD een Θ(n log n)-algoritme gebruikt. Deze twee
systemen zijn ook op de praktijk gericht, het is expliciet de bedoeling om
van volledige chromosomen de suffix tree te construeren. Suffix trees van
deze omvang kunnen niet meer in het werkgeheugen gebouwd worden, de
programma’s zijn erop voorzien om de suffix tree gedeeltelijk op de harde
schijf op te bouwen. Om hun implementatie zo snel mogelijk te maken wordt
er gebruik gemaakt van een buffer management systeem. Dit kan men zien
als een teken dat de programma’s om een suffix tree te construeren volwas-
sen worden. We hebben deze twee systemen ook test, resultaten kunnen
teruggevonden worden in hoofdstuk 2.7.3.
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2.7.1 Top-Down Disk-based

De Top-Down Disk-based techniek, of kortweg TDD, maakt het mogelijk om
met weinig geheugen toch een grote suffix tree te construeren door gebruik
te maken van een strategisch buffer-management systeem. Voor het algo-
ritme zijn er een aantal buffers voorzien die nooit allemaal samen in het
geheugen passen, behalve bij zeer korte sequenties. Daarom moet het ge-
heugen worden opgedeeld, buffers waar veel random access is kunnen dan
een groter deel van het geheugen ter beschikking krijgen. Buffers waarvan
de nieuwste elementen het meest worden opgevraagd kunnen dan oudere
informatie naar de harde schijf wegschrijven, waardoor deze buffer minder
plaats inneemt in het geheugen. De bedoeling van het algoritme is om het
aantal disk-accesses tot een minimum te beperken door optimaal gebruik te
maken van het werkgeheugen.

De TDD techniek bestaat uit een algoritme dat een suffix tree kan construe-
ren, PWOTD genoemd, en een buffer management strategie. Het PWOTD
algoritme, wat staat voor Partition and Write Only Top Down, is geba-
seerd op het wotdeager algoritme van Kurtz. Dit algoritme is al aan bod
gekomen in hoofdstuk 2.6.3. We focussen ook speciaal op de datastructuren
die nodig zijn tijdens de constructie van de suffix tree, de manier waarop
deze structuren gebruikt worden is belangrijk voor het buffer management
systeem.
Het PWOTD algoritme bestaat uit twee fasen, in de eerste fase worden de
suffixen van de input sequentie ingedeeld in |Σ|prefixlen partities, met |Σ| de
grootte van het alfabet en prefixlen de diepte van de partitionering. Het
partitioneren gebeurt door de volledige sequentie van links naar rechts te
scannen, waarbij op elke index positie i wordt gekeken tot welke partitie
deze suffix behoort. In een partitie zitten alle pointers naar suffixen waarvan
de prefix met lengte suffixlen hetzelfde is.
In de tweede fase van het PWOTD algoritme wordt voor elke partitie de
overeenkomstige suffix tree opgebouwd. Deze fase gebruikt vijf verschillende
datastructuren: de input sequentie (String), een array met suffix pointers
(Suffixen), een tijdelijke array (Temp), een stack (Stack) en de suffix tree
(Tree).
Neem de sequentie ataccatc$ als voorbeeld, als we prefixlen = 1 nemen
hebben we in het begin 4 groepen, de A-, C-, T- en $-groep. Alle suffixen
die beginnen met hetzelfde karakter vormen samen een subtree, omdat de
grootte van deze groep vast ligt wordt er plaats voor gereserveerd in de Tree.
De A-, C- en T-groep hebben elk meer dan één element, dus we weten dat
het branching nodes zijn. In de Tree wordt plaats gereserveerd voor elk van
deze nodes waarna ze op de stack worden gepushed. De $-groep bestaat
slechts uit één suffix en kan daarom rechtstreeks naar de Tree geschreven
worden.
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Van zodra alle groepen van de suffix array zijn bekeken, wordt de bovenste
node van de stack gepopt en wordt van de overeenkomstige suffix groep de
langste gemeenschappelijke prefix (lgp) gezocht. Deze lgp vormt het label
van de edge tussen de parent-node en de top-node van de groep. De lgp
wordt voor elke suffix weggelaten en de suffix groep wordt opnieuw gesor-
teerd.
Eerst wordt Suffixen gevuld met de suffixen van een partitie, maar zonder de
prefixlen eerste karakters. Voortgaand op ons voorbeeld betekent dit dat de
eerste partitie met prefix A bestaat uit de set suffixen {ataccatc$, accatc$,
atc$}. De Suffixen-tabel wordt dus gevuld met de suffixen met beginpositie
{1,3,6}. De lgp van deze suffixen bedraagt 1, deze prefix wordt dus van de
suffixen afgetrokken zodat we de set {2,4,7} verkrijgen. Vervolgens moeten
de suffixen in deze array enkel volgens het eerste karakter worden gesorteerd,
dit gebeurt via een count-sort algoritme wat in lineaire tijd werkt voor een
constante alfabetgrootte. Bij het kopiëren van de suffixen naar de Temp
array wordt geteld hoeveel keer het eerste karakter van de suffixen voorkomt.
Als de suffixen in de Temp array terug worden gekopieerd naar de Suffixen-
tabel moet enkel per voorkomend karakter een offset worden bijgehouden.
De set suffixen is nu {4,2,7}, wat overeen komt met de suffixen {ccatc$,
taccatc$, tc$}. De C-groep heeft één suffix, de T-groep heeft er 2. In de
Tree wordt dus de ene suffix van de C-groep weggeschreven als blad, voor
de T-groep maken we op de Tree een branching node die we daarna op de
stack pushen.
Het recursief opsplitsen van de suffix groepen blijft duren totdat de Stack
leeg is en in elke groep slechts één element zit, een leaf-node. Hieronder
geven we de pseudo-code voor het algoritme.

Algoritme 4. PWOTD(Sequentie, prefixlen)

Fase 1:

Scan Sequentie en deel Suffixen in volgens de eerste
prefixlen symbolen van elke suffix
Fase 2:

For each partition {
Vul Suffixen met suffix-indexen van de huidige partitie
Sorteer Suffixen op het eerste symbool via Temp
Schrijf branching en bladnodes naar de Tree
Push niet-geëvalueerde nodes op de Stack
while Stack niet leeg {

Pop een node
Zoek de langste gemeenschappelijke prefix van alle suffixen
in het overeenkomstige deel van Suffixen
Sorteer deze suffixen op hun eerste karakter via Temp
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Schrijf branching en bladnodes naar de Tree
Push niet-geëvalueerde nodes op de Stack
}

}

Bij dit algoritme moeten we nog een kanttekening maken, de volgorde waar-
mee nodes in de suffix tree worden bezocht komt niet overeen met de volgorde
waarin het wotdeager algoritme de nodes afloopt. In het PWOTD-algoritme
wordt gebruik gemaakt van een stack, dus indien we bij een set suffixen de
groepen A, C en T identificeren, met elk meer dan één suffix, pushen we de
node voor A, C en T in deze volgorde op de stack. De eerstvolgende node
die gepopt gaat worden is dan de node van de T-groep in plaats van de
A-groep. Het wotdeager algoritme verwerkt de groepen suffixen van links
naar rechts, het doorloopt de tree in breadth-first orde.
Het PWOTD-algoritme geeft dus de suffix tree in figuur 2.15, men kan deze
vergelijken met de suffix tree geproduceerd door het wotdeager algoritme in
figuur 2.13.

Figuur 2.15: De suffix tree volgens het PWOTD-algoritme

Grootte van de datastructuren

In wotdeager bedraagt de grootte van de Suffixen en de Temp array 4n bytes,
voor een sequentie van lengte n. Door de partitionering in fase 1 wordt
de hoeveelheid geheugen beperkt tot 4n/|Σ|prefixlen. De suffixen opsplitsen
in verschillende groepen vermindert de hoeveelheid geheugen om de suffix
tree te construeren, onafhankelijke subtrees kunnen in hun geheel worden
opgebouwd in main memory.
Stel bijvoorbeeld dat er een suffix tree van een DNA-sequentie bestaande
uit 100 miljoen symbolen moet worden opgebouwd. Door een prefixlen van
2 te gebruiken vermindert de hoeveelheid geheugen die de Suffixen en Temp
array nodig hebben van 400MB tot 25MB elk, en de Tree array van 1200MB
tot 75MB. Hoe hoger prefixlen is, hoe meer keer moet de volledige sequentie
worden doorlopen op zoek naar suffixen met een bepaalde prefix.
Een ander bekend probleem bij het partitioneren is dat symbolen niet altijd
random verdeeld zijn, dus dat bepaalde sequenties meer voorkomen dan
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andere. Dit heeft tot gevolg dat sommige partities veel groter zijn. Om dan
voor alle partities de datastructuren volledig in het geheugen te krijgen moet
prefixlen zo groot worden gemaakt tot de datastructuren in het geheugen
passen.

Buffer management

De grote sterkte van het TDD algoritme is dat het datastructuren naar de
harde schijf overbrengt als dat nodig is. Hierbij wordt rekening gehouden
worden met de aard van de vijf datastructuren van het PWOTD algoritme:
String, Suffixen, Temp, Stack en Tree. Elk van deze datastructuren worden
op een andere manier gebruikt tijdens de constructie van de suffix tree.
Het is cruciaal voor een snel algoritme om zo min mogelijk I/O te hebben
van en naar de harde schijf. Indien we niet de volledige datastructuur in het
geheugen kunnen stockeren, moet er gekeken worden welke data het minst
snel gaat opgevraagd worden. We onderscheiden drie verschillende geval-
len. Ten eerste is er LRU, least recently used. Data die het meest recent
is opgevraagd heeft de grootste kans om opnieuw opgevraagd te worden,
bij datastructuren waar dit van toepassing is kan men het beste de oud-
ste data naar de harde schijf overbrengen in plaats van de recentste. Ten
tweede hebben we MRU, most recently used, waarbij data die het recentste
is toegevoegd of opgevraagd de minste kans heeft om opnieuw te worden
opgevraagd. Dus de meest recente data kan het best worden weggeschreven.
Een laatste variant van data ophalen is RANDOM, waarbij men van tevoren
niet kan voorspellen welke data gaat gelezen worden. Hier mag men kiezen
welke data men wegschrijft.
Als we het in dit hoofstuk hebben over data die wordt weggeschreven be-
doelen we niet één of twee integers maar een hele page. De grootte van een
page verschilt van systeem tot systeem maar is meestal 4kb. In plaats van
stukjes data één voor één weg te schrijven is het efficiënter om blokken data
ter grootte van een page naar disk te schrijven.
Over de Stack weet men dat de laatst toegevoegde data ook het snelst weer
gaat gebruikt worden, data wordt op de stack gepushed en de laatst toege-
voegde data wordt het eerst gelezen. Daarom kan best de oudste data op
de Stack worden weggeschreven naar harde schijf indien het geheugen te vol
geraakt, deze data wordt pas veel later terug opgevraagd dan de nieuwst
toegevoegde. De Stack is de kleinste datastructuur in het algoritme, het
aantal elementen dat ze bevat kan maximaal |Σ| keer de diepte van de suffix
tree worden. Omdat zelfs enorm grote suffix trees meestal slechts een diepte
hebben van enkele honderden nodes is het niet de moeite om de Stack te
bufferen.
Indien een deel van de datastructuren die nodig zijn om een subtree te ma-
ken niet in het geheugen past, kan door een juist buffer management veel
snelheidswinst geboekt worden. De Tree buffer is duidelijk de grootste da-
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tastructuur, ze is 8-12 keer zo groot als de oorsprokelijke sequentie. Deze
array dient als opslagplaats voor de suffix tree terwijl deze opgebouwd wordt,
meestal wordt de data er sequentieel naar toe gescheven wanneer een node
recursief wordt onderzocht. Soms wordt een vroeger deel van de boom op-
nieuw bekeken wanneer een node van de stack wordt gehaald. Het nieuwste
deel van de Tree wordt dus het meeste bezocht, de oudste pages moeten
eerder worden weggeschreven naar harde schijf dan de pages waar het laatst
iets is aan toegevoegd.
De Suffixen en de Temp array zijn de volgende grote datastructuren. Data
wordt sequentieel in de Temp array gekopieerd, waarna de suffix pointers
sequentieel worden overgebracht naar de Suffixen array. Het beste taktiek
voor de Temp array is om de meest recent gebruikte data naar de disk te
schrijven. Bij het sorteren worden de pointers gekopieerd naar de suffix
array, elke pointer moet in de juiste groep terecht komen. De toegang tot
de Suffixen array is dus vrij random, in principe kan elke suffix pointer
in een andere groep terecht komen. De groepen pointers groeien gelukkig
sequentieel aan, suffix pointers worden altijd rechts van de reeds gekopieerde
pointers bijgevoegd. Daardoor kan men best de pages waar er het minst
recent data is aan toegevoegd wegschrijven naar het geheugen.
De Sequentie array is de kleinste van alle datastructuren op de Stack na,
toegang tot de elementen gebeurt meestal niet sequentieel. Bij de count-
sort worden alle suffixen één keer opgevraagd, van links naar rechts. Bij
het zoeken naar de langste gemeenschappelijke prefix worden die pointers -
binnen een groep met dezelfde beginletter - eveneens van links naar rechts
opgezocht, ook al zitten er grote gaten tussen twee pointers. Hierdoor is de
beste manier om de Sequentie array te bufferen de minst recent gebruikte
pages naar disk te schrijven.

Buffer grootte

Het is van groot belang dat het beschikbare geheugen tussen de verschillen-
de datastructuren op een goede manier verdeeld wordt. Een goede manier
betekent niet noodzakelijk dat het geheugen eerlijk moet worden ingedeeld,
door de manier waarop elementen van sommige datastructuren worden op-
gevraagd, kunnen ze beter volledig in het geheugen worden ingeladen. De
Sequentie array is zulk een datastructuur, er wordt veel random informatie
van opgevraagd en in elk deel van het algoritme speelt de array een sleu-
telrol. De Tree array daarentegen heeft een goede localiteit, dus slechts een
fractie van de totale grootte van deze datastructuur moet in het geheugen
zitten. We weten dat de Temp array sequentieel wordt afgelopen, dus deze
heeft minder plaats nodig dan de Suffixen array, waar meer random writes
op worden uitgevoerd.
Door enkele experimenten uit te voeren stellen de auteurs de volgende in-
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Figuur 2.16: Buffer management van TDD

deling van het geheugen voor indien de Sequentie array groter is dan het
geheugen. Het minimum aantal pages voor de Temp en de Suffixen array
moet |Σ| zijn, tijdens de sorteringsfase worden de suffixen één voor één naar
de juiste groep geschreven in de de Suffixen array. Indien we te maken
hebben met een grote hoeveelheid suffixen gaan die |Σ| groepen elk in een
andere page zitten. Dus wanneer er minder dan |Σ| pages voor de Suffixen
array gebruikt worden weten we dat er dikwijls pages van en naar de harde
schijf moeten worden geschreven.
De Tree array heeft minimaal twee pages nodig, zo kan men nog toegang
krijgen tot een parent node die mogelijk naar een vorige page is geschreven
en daarna op de Stack is gepushed om later verder uitgewerkt te kunnen
worden. Deze situatie komt volgens de auteurs van de paper vrij veel voor
en scheelt dus flink wat in de hoeveelheid I/O.
In figuur 2.16 geven we een overzicht hoe het geheugen wordt ingedeeld bij
verschillende grootte van Sequentie. Ongeacht de grootte van de Sequentie
worden altijd eerst het minimum benodigde pages voor de Tree, Suffixen en
de Temp array gereserveerd. Dit zijn dus respectievelijk 2, |Σ| en |Σ| pages.
Daarna wordt de sequentie ingeladen in het geheugen en overblijvende pages
worden in volgorde toegewezen aan Suffixen array, de Temp array, en de
Tree.
Uit de experimenten kan men afleiden dat vooral de Sequentie array veel
wordt bevraagd, als deze niet volledig in het geheugen zit stijgt het disk I/O
sterk. Het aantal disk accesses van de Tree array is daarentegen bijzonder



HOOFDSTUK 2. SUFFIX TREES 43

klein, naar deze datastructuur wordt vooral geschreven. Wat opvalt bij de
experimenten is dat het aantal disk accesses sterk stijgen van zodra er minder
dan 20% van de Sequentie gebufferd wordt. Het is dus cruciaal om meer dan
20% van bijvoorbeeld de Sequentie array in het geheugen te houden om veel
snelheidswinst te boeken.

Analyse van het algoritme

Een belangrijk verschil tussen het algoritme van Ukkonen en het PWOTD-
algoritme is dat bij Ukkonen de sequentie sequentieel wordt afgelopen maar
dat de suffix tree in opbouw semi-random wordt doorlopen door het gebruik
van suffix links. Bij TDD is het juist omgekeerd, de suffixen in de sequen-
tie worden random opgevraagd terwijl naar de suffix tree sequentieel wordt
geschreven. Voor disk-based constructiealgoritmes is er geen grotere kost
dan data die random van de harde schijf moet gelezen worden. Dus effi-
ciënt bufferen van pages die random gelezen worden is essentieel. Omdat bij
het TDD-algoritme de hoeveelheid te bufferen data veel kleiner is dan bij
het algoritme van Ukkonen, zou TDD veel sneller moeten zijn in de praktijk.

Indien er een suffix tree wordt gebouwd over een korte sequentie dan lijkt
het aangewezen om een lineair constructiealgoritme zoals dat van Ukkonen
te gebruiken in plaats van het TDD-algoritme. Het aantal disk-accesses is
meestal de grootste zorg bij een suffix tree constructiealgoritme, elke toegang
tot het geheugen wordt als gelijkwaardig gezien. Dit is echter niet juist,
omdat werkgeheugen wordt bijgestaan door cache-geheugen.
Het geheugen van een moderne computer is ingedeeld in verschillende ni-
veaus. Algemeen gezien zijn er twee soorten geheugen, er is het gewone
werkgeheugen (RAM) maar ook het cache-geheugen wat heel wat kleiner is
dan het werkgeheugen maar veel sneller. Het doel van het cache-geheugen
is een buffer vormen tussen het werkgeheugen en de relatief snellere pro-
cessor. Data ophalen uit het cache-geheugen gaat veel sneller dan data uit
het werkgeheugen opvragen. Indien de processor data nodig heeft dat in
het cache-geheugen aanwezig is noemt men dit een cache-hit. Wanneer da-
ta niet aanwezig is in de cache een cache-miss, de data moet dan uit het
werkgeheugen worden opgehaald.
Meestal bestaan er twee soorten cache, in één deel worden instructies gela-
den, in het andere pure werkdata. Om data efficiënt te bufferen bestaan er
verschillende technieken. Meestal komt het er op neer dat data die adres-
gewijs vlak naast opgevraagde data gesitueerd is, sneller wordt opgevraagd
dan andere data in het geheugen. Veel programma’s doen bewerkingen met
arrays van data die sequentieel worden afgelopen. Dus als data wordt opge-
vraagd uit het werkgeheugen wordt afhankelijk van het caching schema een
aantal naburige datablokken naar de cache gekopieerd.
Dit heeft dus tot gevolg dat op een moderne computer een array sneller
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gaat worden doorlopen dan een gelinkte lijst waarvan de elementen over het
geheugen liggen verspreid. Het algoritme van Ukkonen heeft dus last van
dit probleem omdat de suffix tree gaat doorlopen via suffix links. Data waar
de suffix link naar verwijst zit zelden in de cache. Indien men een algoritme
gebruikt dat zijn data anders bewaart, in een arraystructuur bijvoorbeeld,
kan het in de praktijk heel wat sneller werken. Een voorbeeld hiervan is
de array-voorstelling van het algoritme van Ukkonen of McCreight, alle kin-
deren van een node worden gebundeld in een array van vaste grootte. Het
probleem met deze voorstelling is dan weer dat ze veel plaats inneemt wat
dan weer een langere uitvoeringstijd tot gevolg heeft.

Dus zelfs bij de constructie van kleinere suffix trees die volledig in het geheu-
gen passen kan een algoritme met een hogere tijdscomplexiteit toch een beter
resultaat neerzetten door op een efficiënte manier van het cache-geheugen
gebruik te maken. Zoals in de analyse van het TDD-algoritme al is aange-
duid, veel van de datastructuren worden sequentieel gelezen of geschreven.
Enkel de Sequentie array zelf wordt random gelezen.

2.7.2 TOP-Q

In [BH04] beschrijven Bedathur en Haritsa een methode om suffix trees te
maken van zeer lange sequenties via het lineaire algoritme van Ukkonen
[Ukk92], wat we al hebben besproken in hoofdstuk 2.4. Dankzij een uitge-
kiend buffer management en een ietwat afwijkende opslag van de suffix tree
in secondary memory hebben ze de constructietijd van suffix trees weten te
verkleinen. Hierdoor wordt een algoritme dat op het eerste zicht ongeschikt
is om gebruikt te worden voor de constructie van een suffix tree die niet in
het werkgeheugen past, toch bruikbaar voor bijzonder grote sequenties.

Node access patterns

Het buffer management systeem heet TOP-Q, het houdt rekening met de
meest waarschijnlijke manier waarop een suffix tree wordt doorlopen tijdens
de constructie. Tijdens de constructie worden reeds opgebouwde stukken
van de boom opnieuw bezocht via suffix links. Het volgen van die suffix links
heeft als gevolg dat de boom schijnbaar random wordt doorlopen. Ook al kan
niet worden voorspeld welke de eerstvolgende nodes zijn die zullen worden
opgevraagd, toch heeft hun onderzoek aangetoond dat sommige nodes meer
worden opgevraagd dan andere. Als we kijken hoe bij het algoritme van
Ukkonen werkt bij het zoeken naar de volgende locatie om een suffix toe
te voegen, zien we dat er nadat een suffix is toegevoegd er maximaal één
node naar boven wordt geklommen, de suffix link wordt gevolgd waardoor
het path met 1 wordt verminderd, waarna vanuit deze node de juiste locatie
wordt gezocht om de volgende suffix toe te voegen. Het is duidelijk dat
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hoger liggende nodes ook meer zullen worden opgevraagd dan nodes die aan
het uiteinde van de boom gesitueerd zijn.
De beste taktiek is dus om de hoger liggende nodes te bufferen, om op deze
manier de toegang naar de nodes in het algemeen sneller te laten verlopen.
Bij de constructie van een suffix tree gaan nodes echter ook van diepte ver-
anderen omdat hoger liggende edges gesplitst kunnen worden. Men kan de
diepte per node gaan bijhouden, maar het probleem hiermee is dat indien
een hogerliggende edge wordt gesplitst, alle dieptes van nodes onder die ed-
ge moeten worden aangepast. Het gevolg is uiteraard dat de constructietijd
serieus gaat oplopen. Gelukkig kan de diepte van een node efficiënt worden
geschat dankzij volgende observaties.

Stel dat we een symmetrische Bernoulli generator hebben. In dit model
worden symbolen van het alfabet onafhankelijk van elkaar gekozen, zodat
op een willekeurige positie van de string elk karakter dezelfde kans heeft om
voor te komen. Bij een assymmetrisch model hebben sommige karakters
meer kans om voor te komen. Een symmetrisch model heeft daarentegen
de eigenschap dat substringen van dezelfde lengte evenveel kans hebben een
deel van de sequentie te zijn. Stel dat s een subtring is van de sequentie
S, dan hangt het aantal substringen elders in S die een gemeenschappelijke
prefix hebben met s af van de lengte van S. Dus hoe langer een substring,
hoe meer substringen in S die een gemeenschappelijke prefix hebben met s.

Observatie 1. Hoe langer een edge is in een suffix tree, hoe meer kans
er bestaat dat deze gaat gesplitst worden wanneer er nog suffixen worden
toegevoegd in de suffix tree.

Een edge kan zolang worden opgesplitst totdat er tussen elke twee nodes
slechts edges overblijven van slechts één karakter lang. De lengte van de
edge geeft dus het maximum aan van de eventuele diepte die een node kan
bereiken.

Observatie 2. De uiteindelijke diepte van een node in een suffix tree van
een lange sequentie kan geschat worden dankzij de lengte van zijn pad.

In bovenstaande redenering staat dat er wordt uitgegaan van een symmetri-
sche Bernoulli verdeling, bij DNA sequenties moet men echter uitgaan van
een asymmetrische verdeling. Dit kan tot gevolg hebben dat een node v
met label σ(v) dat minder frequente symbolen bevat, een lagere kans heeft
om gesplitst te worden, waardoor de diepte van de node overschat wordt
wanneer zijn pad-lengte L(v) wordt gebruikt. Het onderzoek van Haritsa en
Bedathur heeft echter aangetoond dat het verschil tussen de lengte van het
pad en het aantal nodes nauwelijks groter werd. Met andere woorden, ook
al was er sprake van een asymmetrische verdeling toch is bij een voldoende
lange sequentie de lengte van het path een goede schatting voor de diepte
van een node.
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Ontwerp van TOP-Q

Voordat we de buffer strategie van TOP-Q uitleggen, eerst een woordje
uitleg over de voorganger van TOP-Q, TOP. Dit laatste systeem gebruikt
de observaties dat hoger liggende nodes meer bezocht worden. De suffix tree
wordt opgeslagen op de harde schijf, elke page bevat een collectie nodes van
de suffix tree, waarbij interne en blad-nodes niet in dezelfde page zitten.
Om het gebruikte geheugen minimaal te houden wordt de pad-lengte niet
per node bijgehouden, maar per page. De gemiddelde pad-lengte van een
page wordt bewaard per page, omdat deze waarde voor elke node invariant
is, kan dit gemiddelde worden berekend bij het committen van een page
naar de disk. De pages met de nodes die gemiddeld het kortste pad hebben
worden zoveel mogelijk in het geheugen bijgehouden. Vandaar de naam
TOP, om aan te duiden dat de pages die nodes bevatten die zich de top van
de suffix tree bevinden, worden gebufferd.
Het TOP buffering systeem kan worden verbeterd door toegangspatronen
op de nodes te onderzoeken en aan de hand daarvan pages anders te gaan
bufferen. Als een suffix wordt toegevoegd in de suffix tree dan moet een
edge gesplitst worden, waarbij een nieuwe branching node en leaf node en
eventueel suffix link moeten worden toegevoegd. Elke node houdt de details
van zijn inkomende edge bij, (begin, end) indexen in de sequentie, lengte en
edge-label. Als we een edge parent(v)→ v splitsen worden volgende stappen
uitgevoerd:

1. Maak een nieuwe branching node, v′ en een leaf node l,

2. vul de inkomende edge details voor v′ en l in,

3. update de inkomende edge details voor v,

4. v′ wordt geset als het kind van parent(v) en v is nu een kind van v′.

Dit soort correlaties tussen het opvragen van nodes werd onderzocht door
[BH04] en zij kwamen tot de constatatie dat pages waarin juist een node
was geupdate snel terug werd opgevraagd. Toch bufferde TOP de pages
waarnaar er actieve referenties waren, samen met de pages die veel nodes
bevatten die hoog in de suffix tree zitten. Het probleem is dat tijdens de
uitvoering van de vier bovenstaande stappen enkel v gegarandeerd gebufferd
is, terwijl het onzeker is of de page waarin parent(v) zit in het geheugen is
geladen. Naar parent(v) bestaat immers geen actieve referentie.
Daarom werd in TOP-Q een extra buffer gebruikt die pages bewaart die pas
uit de buffer pool - gëımplementeerd als een heap - zijn gegooid. Deze buffer
pool wordt gëımplementeerd als een FIFO-array.

Suffix tree nodes worden opgeslagen in twee soorten pages, pages die enkel
interne nodes bevatten en pages met enkel leaf nodes. In pages met interne
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nodes kunnen minder nodes worden opgeslagen dan in pages met leaf nodes,
maar pages met interne nodes worden veel meer opgevraagd omdat ze nodig
zijn om een plaats voor de volgende suffixen te localiseren. In de buffer pool
worden dus meer pages bewaard met interne nodes dan pages met leaf nodes.

Men heeft het TOP-Q buffer management schema vergeleken met twee an-
dere schema’s: LRU en 2Q. LRU hebben we reeds besproken in hoofdstuk
2.7.1, indien er een page moet vervangen worden, wordt de minst recent
gebruikte page uit de buffer pool weggeschreven. Het buffer management
schema 2Q is een verbetering van het LRU/2 schema, waarbij de hoogste
prioriteit wordt gegeven aan pages die als tweede-recentste zijn opgevraagd
[JS94]. Buffers met de laagste prioriteit worden uit de buffer pool verwij-
derd. De verbetering in 2Q is dat het in constante tijd kan berekenen welke
pagina moet worden weggeschreven, in plaats van in log z tijd, met z de
grootte van de priority queue. Volgens de testresultaten van de makers van
TOP-Q, is LRU het traagste buffer management schema en presteert 2Q
juist iets beter dan LRU. TOP-Q zelf komt als snelste systeem uit de bus,
al is de snelheidswinst niet spectaculair.

Voorstelling van de suffix tree

In de paper worden twee verschillende manieren besproken om de suffix tree
voor te stellen, de array-voorstelling en de gelinkte lijst-voorstelling. We
hebben deze methodes al besproken in hoofdstuk 2.6.
Uit experimenten is gebleken dat de gelinkte lijst veel meer I/O tot gevolg
heeft dan de implementatie op basis van een array. Deze overhead is te
wijten aan het volgen van de pointers om een lijst met siblings te doorlopen.
In de array-gebaseerde implementatie zitten alle kinderen in aangrenzende
geheugenlocaties en in dezelfde page. Dus ook al worden er procentueel
meer pages van de gelinkte lijst implementatie gebufferd, toch is de array
gebaseerde methode sneller.
Zelf hebben we deze experimenten niet meer kunnen herhalen omdat het
algoritme dat steunt op de gelinkte lijst implementatie niet wou werken. In
onze verdere tests werken we dus met de volgens de auteurs optimale array
gebaseerde methode.

2.7.3 Vergelijking van TOP-Q en TDD

Om TOP-Q en TDD te vergelijken hebben we het chromosoom 1 uit het
menselijk genoom gebruikt. We zijn gëınteresseerd hoe snel TOP-Q en TDD
suffix trees kunnen construeren die al dan niet in het werkgeheugen passen.
Eerst hebben we korte stukken uit het chromosoom getest, sequenties tussen
100.000 en 1.000.000 base-pairs. De resultaten staan in figuur 2.17. Alle tes-
ten zijn uitgevoerd op een Intel centrino 1.7 processor met 512MB geheugen.
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De suffix tree van TOP-Q kan gebaseerd zijn op gelinkte lijsten of arrays,
omdat de gelinkte lijst voorstelling niet wou werken en de array gebaseerde
suffix tree volgens de auteurs toch het snelste zou zijn, hebben we voor deze
laatste implementatie gekozen.
Wat bij het testen onmiddellijk opviel was dat TOP-Q veel trager was dan
TDD. Tijdens de constructie van de suffix tree door TDD werd bij de kor-
te sequenties de harde schijf niet aangesproken, pas wanneer het algorit-
me klaar was werd de suffix tree naar de harde schijf geschreven. TOP-Q
daarentegen was zelfs bij de kleinste sequenties volop naar de harde schijf
(DISK) aan het schrijven. Daarom hebben we TOP-Q de suffix trees enkel
in het werkgeheugen (RAM) laten construeren, wat veel snelheidswinst tot
gevolg had. Het wegschrijven van de suffix tree uit het werkgeheugen naar
de harde schijf duurt bij TDD slechts enkele seconden, zelfs bij sequenties
van 1.000.000 base-pairs. Vermoedelijk worden tijdens het uitvoeren van
TOP-Q twee verschillende groepen pages met interne en leaf nodes op de
harde schijf aangesproken, zodat er flink wat seek-time verloren gaat als er
constant data naar de twee groepen wordt geschreven.
Het is duidelijk dat voor korte sequenties waarvan de suffix tree in het werk-
geheugen kan worden geconstrueerd, TDD sneller is dan TOP-Q . De re-
den hiervoor is waarschijnlijk dat TDD beter gebruik maakt van het cache-
geheugen, terwijl TOP-Q suffix links moet volgen waarvan de data bijna
nooit in de cache zit.

Figuur 2.17: Vergelijking TOP-Q en TDD voor korte sequenties

Vervolgens hebben we langere sequenties getest, sequenties met tussen de
1.000.000 en 10.000.000 base-pairs. Normaal gezien passen de suffix trees van
sequenties van deze grootte nog in het werkgeheugen, maar bij TOP-Q werd
al extra swap-geheugen aangesproken vanaf sequenties met een lengte van 7
miljoen base-pairs. In figuur 2.18 is op deze plaats een duidelijke knik in de
grafiek te zien. TDD wachtte vanaf een sequentie grootte van 9 miljoen base-
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pairs niet meer tot de volledige suffix tree was geconstrueerd, maar begon
al eerder stukken van de suffix tree naar de harde schijf te schrijven. Ook
al werden stukken suffix tree weggeschreven tijdens de constructie, had dit
nauwelijks een weerslag op de snelheid van TDD. Jammer genoeg konden
we met TDD geen suffix tree maken van een sequentie van meer dan 50
miljoen base-pairs, het programma crashte bij sequenties van dat formaat.
We geven nog mee dat het construeren van een suffix tree van een sequentie
van 20 miljoen base-pairs TDD 46 minuten kostte.

Figuur 2.18: Vergelijking TOP-Q en TDD voor langere sequenties

Van zodra de kaap van de 11 miljoen base-pairs was overschreden begon
TOP-Q veel trager te werken. Om de suffix tree van een sequentie van 11
miljoen te construeren was er 2,5 minuten tijd nodig, voor een suffix tree
van een sequentie van 12 miljoen base-pairs nam TOP-Q al 9 minuten in
beslag. Hierbij moeten we opmerken dat we de suffix tree opbouwen zonder
deze op de harde schijf op te slaan. Indien we de suffix tree op harde schijf
willen hebben moeten we al 5 minuten wachten voor een sequentie van 2
miljoen base-pairs.

Wat in de testen opviel is het verschil in ruimte ingenomen door de suffix
trees gemaakt door TOP-Q en TDD. Als voorbeeld nemen we een sequentie
van 1 miljoen base-pairs waarvan we de suffix tree laten construeren door
TOP-Q en TDD. De suffix tree opgebouwd door TDD gebruikt 12,9 MB
terwijl de suffix tree van TOP-Q 41,7 MB ruimte nodig heeft op de harde
schijf. Dit betekent dus dat TOP-Q 42n bytes gebruikt en TDD ongeveer
13n bytes. Deze grote verschillen zijn een logisch gevolg van de manier waar-
op de suffix tree wordt voorgesteld, TDD stelt de suffix tree als een array
voor zoals in het wotdeager algoritme van Kurtz. TOP-Q stelt de kinderen
van nodes voor in arrays met grootte |Σ|, met als resultaat een suffix tree die
enorm veel plaats inneemt. In de lagere niveaus van de suffix tree hebben
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nodes in het algemeen minder kinderen, hierdoor gaat dus bijzonder veel
ruimte verloren. TOP-Q is in staat om de gelinkte lijst voorstelling van een
suffix tree te gebruiken, maar dit wou niet werken. Volgens de auteurs is de
array gebaseerde methode trouwens sneller om te construeren, waarschijn-
lijk omdat het volgen van de pointers tussen de kind-nodes vrij lang duurt.

Wat we niet hebben kunnen vergelijken is de snelheid waarmee exacte mat-
ches kunnen worden berekend, het algoritme om exacte matches op te sporen
werkte niet bij TDD. Voor TOP-Q hebben we getest hoe snel 10000 que-
ries met grootte respectievelijk 10 en 100 karakters lang, uitgevoerd kunnen
worden. Als inputdata hebben we een stuk sequentie van 1 miljoen base-
pairs uit het menselijk chromosoom 1 gebruikt, de query-sequenties kwamen
uit hetzelfde stuk chromosoom zodat er per query-sequentie altijd minstens
één match is. De suffix tree was al in het werkgeheugen geladen voor het
begin van de test. De verwerking van de 10000 sequenties van 10 karak-
ters lang duurde 26 seconden, voor de sequenties van 100 karakters waren
er slechts 7 seconden nodig. Deze verschillen in uitvoeringstijd zijn logisch,
query-sequenties van 10 karakters hebben meer kans om ook op een andere
locatie toevallig voor te komen. Indien een query-sequentie meerdere keren
voorkomt in een sequentie, moeten ook alle bladeren van de subtree onder
de laatste node op het path van de query-sequentie worden afgelopen. De
bladeren van de subtrees zitten echter niet aaneengesloten opgeslagen, iets
wat wel het geval is bij TDD. Dus waarschijnlijk is de locality of referen-
ce beter bij TDD, waardoor de uitvoeringstijd vermoedelijk kleiner gaat zijn.

We hadden graag nog TDD met ST-Merge uit hoofdstuk 2.5.1 vergeleken,
maar jammer genoeg konden de auteurs ons geen broncode van ST-Merge
geven. Daarom geven we hier de conclusies uit hun paper. Het ST-Merge
algoritme is speciaal gemaakt om van een sequentie die niet in het werkge-
heugen past de suffix tree te construeren. TDD voorziet ook in deze moge-
lijkheid door pages van en naar de harde schijf te swappen. ST-Merge lost
dit probleem op door de sequentie in stukken te breken en van de stukken
één voor één de suffix tree te maken. Op het einde worden al deze suffix
trees gemerged. De constructie van de aparte suffix trees kan gebeuren door
TDD. Dus van zodra de sequentie groter wordt dan het werkgeheugen is het
aan te raden het ST-Merge algoritme te gebruiken.

2.8 Toepassingen van suffix trees

2.8.1 Zoeken naar een substring

De meest voor de hand liggende toepassing voor een suffix tree is het zoeken
naar een bepaalde substring s in een gegeven sequentie S. Indien men de
suffix tree voor S$ heeft gemaakt kan men alle plaatsen in S waar s voorkomt
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localiseren in een tijd gelijk aan O(|s| + m) met m het aantal matches in
de suffix tree. Men moet er immers rekening mee houden dat indien we een
substring van grootte |s| zoeken, er gemiddeld 1/Σ|s| resultaten gevonden
worden. Indien men zeer korte substrings zoekt die een groot deel van de
boom als resultaat hebben doet men er, afhankelijk van de voorstelling van
de suffix tree, beter aan de oorspronkelijke sequentie S serieel te scannen
om zo alle voorkomens van die substringen te localiseren.

2.8.2 Langste herhaalde substring

Indien we voor een sequentie S de langst herhaalde substring willen zoeken
moeten we in de overeenkomstige subtree de laagste branching node zien
te localiseren. Het path van deze node vormt dan de langste herhaalde
substring van S. We kunnen deze vinden door de boom in breath-first orde
te doorlopen, wat in worst-case tijdscomplexiteit overeen komt met de lengte
van de sequentie S.

2.8.3 Langste gemeenschappelijke substring

De langste gemeenschappelijke substring van twee stringen S1 en S2 kan
op twee manieren gevonden worden. De eerste manier bestaat erin om een
gegeneraliseerde suffix tree te bouwen uit alle suffixen van zowel S1 als S2.
Elke branching node wordt dan gelabeld om aan te duiden of ze tot S1, S2

of beide behoort. Vervolgens wordt het algoritme van de langste herhaalde
substring toegepast, de diepste branching node die zowel een label van S1

als S2 heeft, is de langste gemeenschappelijke substring van S1 en S2.
De tweede manier is om een gewone suffix tree te maken van de string
S1$S2#, waarbij $ en # niet voorkomen in S1 en S2. De langste gemeen-
schappelijke substring wordt dan gevormd door het path van de laagste
branching node die zowel een suffix α$β# als een suffix γ# als kinderen
heeft.
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De suffix array

Ook al is de suffix tree één van de belangrijkste datastructuren bij sequentie
analyse toch blijft de plaats die een normale suffix tree inneemt erg groot.
Qua geheugengebruik bestaan er efficiëntere datastructuren dan de suffix
tree. Een valabel alternatief is de suffix array die slechts 4n bytes gebruikt
in zijn basisvorm. De suffix array werd in 1989 voorgesteld door Udi Manber
en Gene Myers in [MM93].
Een suffix array is niets meer dan een array met indexen die wijzen naar
suffixen van de sequentie. De suffixen zijn lexicografisch gesorteerd, elke
index wijst naar een unieke positie (suffix) in de sequentie. Als voorbeeld
berekenen we de suffix array van de sequentie atcacccttca$. In principe
moet de sequentie niet worden beëindigd met een $-teken, maar omdat we
enkele algoritmes gaan beschrijven die wel een $ toevoegen doen we dit hier
ook.
In tabel 3.1 staat de sequentie met zijn indexen, deze indexen worden in tabel
3.2 lexicografisch gesorteerd. De suffix array in tabel 3.3 wordt gevormd door
deze gesorteerde suffixen.
Dankzij een suffix tree kunnen we in lineaire tijd volgens de lengte van
de query vaststellen of een query-sequentie in de sequentie voorkomt. Bij
een suffix array moeten we een binair zoek algoritme toepassen. Doordat de
indexen lexicografisch gesorteerd zijn kunnen we door het zoekdomein recur-
sief in twee te splitsen en telkens het deel te selecteren waarin er sequenties
kunnen zitten die de gezochte substring als prefix hebben, in log n tijd de
posities vinden van de gevraagde query-sequentie, waarbij n de lengte is van
de sequentie waarvan de suffix array is gebouwd.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Sequentie a t c a c c c t t c a $

Tabel 3.1: De sequentie atcacccttca$

52
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Suffixen Index

atcacccttca$ 0
tcacccttca$ 1
cacccttca$ 2
acccttca$ 3
cccttca$ 4
ccttca$ 5
cttca$ 6
ttca$ 7
tca$ 8
ca$ 9
a$ 10
$ 11

Gesorteerde suffixen Index

acccttca$ 3
atcacccttca$ 0

a$ 10
cacccttca$ 2

ca$ 9
cccttca$ 4
ccttca$ 5
cttca$ 6

tcacccttca$ 1
tca$ 8

ttca$ 7
$ 11

Tabel 3.2: Sorteren van de suffixen

3 0 10 2 9 4 5 6 1 8 7 11

Tabel 3.3: De suffix array van sequentie atcacccttca$

3.1 Definitie suffix array

Stel dat er een sequentie S met lengte n gegeven is. Noteer dan de suffix
S die begint op positie i als volgt: Si = S[i..n− 1]. Een suffix array is een
lexicografisch gesorteerde array, SA genaamd, die alle suffixen van S bevat.
SA[k] is de startpositie van de k-de kleinste suffix in de set S0,S1,...Sn−1. In
de array SA zitten alle suffixen van S op lexicografische volgorde, SSA[0] <
SSA[1] < ... < SSA[n−1].
Een string W met een prefix met lengte p wordt weergegeven als W p, de
relatie <p geeft dan de lexicografische orde aan van de prefixes met lengte
p, W <p V als en slechts als W p < V p. Andere relaties zoals ≤p, =p, 6=p

en >p kunnen op een gelijkaardige manier worden gedefinieerd. Uiteraard
is - voor een willekeurige grootte p - de SA array geordend volgens de ≤p

relatie.

3.2 Zoeken in een suffix array

Het localiseren van een substring W met lengte p ≤ n in de sequentie S
kan als volgt gebeuren [MM93]. Definieer LW = min (k |W ≤p SSA[k] of
k = n) en RW = max (k |SSA[k] ≤p W of k = −1). Substring W kan enkel
gelijk zijn aan substring S[i..i + p − 1] als en slechts als i = SA[k] voor
een k ∈ [LW ,RW ]. In de suffix array zijn de posities van de suffixen die als
prefix W hebben te vinden op de volgende locaties: SA[LW ], SA[LW + 1],
. . . , SA[RW ]. Omdat de suffix array SA in lexicografische (≤p) volgorde
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staat kan een simpel binair zoekalgoritme worden gebruikt om LW en RW

te localiseren. De tijdscomplexiteit bedraagt O(log n) vergelijkingen waarbij
elke vergelijking O(p) kost. Dus dankzij de suffix array kunnen alle posities
van een substring gelocaliseerd worden in O(P log n) tijd.
Er is een eenvoudige verbetering van bovenstaand algoritme mogelijk in-
dien we de langste gemeenschappelijke prefix (lgp) van (SSA[L], W ) en (W ,
SSA[R]) bijhouden. We kunnen l = lgp(SSA[L], W ) en r = (W , SSA[R]) als
bijproduct verkrijgen wanneer we SSA[L] en SSA[R] vergelijken met W . Ini-
tieel krijgt l de waarde van lgp(W , SSA[0]) en r de waarde lgp(W , SSA[n−1]).
Daarna wordt l of r geupdate volgens lgp(W , SSA[M ]), waarbij M = (L+R)/2.
Men kan per iteratie h = min(l,r) vergelijkingen uitsparen, alle suffixen tus-
sen SSA[L] en SSA[R] hebben immers een prefix van h karakters die gelijk is
aan de eerste h karakters van W. Jammer genoeg blijft de worst-case tijds-
complexiteit O(P log n) omdat moet gezocht worden of SSA[M ] lexicografisch
kleiner of groter is dan W. Een pathologisch geval voor dit algoritme is de
sequentie agggggggggct.

Men kan deze tijd verbeteren indien er een tabel wordt aangemaakt die
informatie bevat over de langste gemeenschappelijke prefix van bepaalde
suffixen. We beschouwen tripletten (L, M , R) die kunnen voorkomen bij
een binaire zoektocht. Per iteratie wordt elk stuk van een range in twee
gesplitst en wordt er verder gezocht binnen één van die ranges. Omdat er
in het begin over de volledige range [1..n] wordt gezocht zijn die tripletten
gemakkelijk te bepalen. Er bestaan precies n−2 zulke tripletten, elk met een
uniek middelpunt M ∈ [1, n − 2]. Nu maken we twee arrays Llgp en Rlgp
waarin de elementen als volgt gedefinieerd zijn, Llgp[M ] = lgp(SSA[LM ],
SSA[M ]) en Rlgp[M ] = lgp(SSA[M ], SSA[RM ]).
Zoals bij het vorige algoritme worden l en r gëınitialiseerd op respectievelijk
lgp(W , SSA[0]) en lgp(W , SSA[n−1]). Stel dat l ≥ r, dan kunnen we twee
verschillende gevallen onderscheiden: Llgp[M ] ≥ of < l. Voor elk geval
moeten we bepalen of LW in de rechter of linker helft van het interval zit en
moet l of r geupdate worden. Indien Llgp[M ] ≥ l betekent dit dat SSA[M ] en
SSA[L] een zelfde prefix hebben van minstens l+1, maar dat S[SA[L]+(l+1)]
en W [l + 1] verschillend zijn. Daarom berekenen we de lgp van de suffixen
van SSA[M ]+l en Wl. Het resultaat hiervan tellen we op bij l en bewaren het
in variabele m. Indien m = P of W [m] ≤ S[SA[M ] + m] dan nemen we het
linkse interval, indien W [m] > S[SA[M ] + m] het rechtse. Het tweede geval
is wanneer Llgp[M ] < l, dan is het duidelijk dat W in het linkse interval
gezocht moet worden, r krijgt dan ook de waarde Llgp[M ]. Het geval waarbij
we uitgaan van l < r is gelijkaardig.
Het gebruik van de tabellen Llgp en Rlgp reduceert het aantal karakters dat
vergeleken moet worden tot maximaal 2p, er is immers slechts één mismatch
per iteratie mogelijk. Het aantal iteraties blijft ⌈log2(n− 1)⌉, waardoor de
tijdscomplexiteit O(p + log n) bedraagt.
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Algoritme 5. Het O(p + log n) zoek-algoritme.

l := lgp(SSA[0], W )

r := lgp(SSA[n−1], W )

if(l = p || W [l] ≤ S[SA[0] + l])
LW := 0

else if(r = p || W [r] ≥ S[SA[n− 1] + r])
LW := n

else {
(L, R) := (0, n− 1)
while(R− L > 1) {

M := (L+R)/2
if(l ≥ r)

if(Llgp[M ] ≥ l){
m := l + lgp(SSA[M ]+l, Wl)

else
m := Llgp[M ]

} else {
if(Rlgp[M ] ≥ r)

m := r + lgp(SSA[M ]+r, Wr)

else
m := Rlgp[M ]

}
if(m = P || W [m] ≤ S[SA[M ] + m])

(R,r) := (M ,m)
else

(L,l) := (M ,m)
}
LW := R

}

3.3 Sorteren

Het belangrijkste deel van het algoritme om een suffix array te maken is
het sorteren van de suffixen. In [MM93] wordt het sorteren gedaan in
⌈log2(n + 1)⌉ stappen. In de eerste stap worden de suffixen ingedeeld in
buckets volgens hun eerste symbool. Vervolgens wordt in elke volgende stap
de buckets verder onderverdeeld, telkens verdubbelt het aantal karakters
waarop gesorteerd wordt. Voor de eenvoud zullen we deze stappen numme-
ren met 1, 2, 4, 8, . . . , om zo het aantal karakters waarop gesorteerd wordt
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aan te duiden. Dus in de Hde stap worden de suffixen gesorteerd volgens
de ≤H -ordening.
In de eerste stap worden dus alle suffixen ingedeeld in een bucket zodat elke
bucket alle suffixen bevat die met hetzelfde symbool beginnen. Het resultaat
wordt in de array SA opgeslagen. Neem twee suffixen Si en Sj die na stap H
in dezelfde bucket zitten, we weten dan dat Si =H Sj . In de volgende stap
moeten Si en Sj gesorteerd worden op de volgende H karakters. Omdat we
met suffixen te maken hebben weten we dan de volgende H symbolen van
Si en Sj precies dezelfde zijn als de eerste H symbolen van respectievelijk
Si+H en Sj+H . Met andere woorden, we kennen de ≤H -ordening al tussen
Si+H en Sj+H .
Na stap H beginnen we met de eerste bucket, deze moet de kleinste suf-
fixen hebben volgens de ≤H -ordening. Neem Si als eerste suffix in die eer-
ste bucket (SA[k] = i) waarvoor geldt dat i − H ≥ 0 (k wordt vanaf 0
gëıncrementeerd totdat een Si gevonden is). Omdat Si met prefix met leng-
te H de kleinste string heeft volgens de ≤H -ordening is het logisch dat Si−H

de eerste moet worden in de 2H-bucket. We zetten Si−H op de eerste plaats
in zijn bucket. Voor elke bucket moet worden bijgehouden hoeveel suffixen
reeds naar voor zijn verplaatst en in ≤2H volgorde zijn gebracht. Bij het
bezoeken van de volgende suffixen Si wordt Si−H , als deze suffix bestaat, op
de volgende beschikbare plaats gezet in bucket H. We geven nu een overzicht
van de implementatie.

We houden drie integer arrays bij van lengte n: SA, SA−1 en count. Daar-
naast hebben we nog twee boolean arrays BH en B2H. Als alle suffixen
gesorteerd zijn volgens de eerst H karakters is BH[i] = 1 als SA[i] de meest
linkse suffix van een H-bucket bevat, dus als SSA[i] 6=H SSA[i+1]. Het al-
goritme begint met H = 1, we kunnen de waarden van de arrays correct
invullen door radix sort toe te passen op het eerste symbool van elke suffix.
Stel dat SA, SA−1 en BH de correcte waardes hebben na het sorteren op
de eerste H symbolen, dan sorteren we nu de suffixen volgens 2H symbolen.
Eerst laten we SA−1[i] wijzen naar de meest linkse cel van de H-bucket die de
i-de suffix bevat, in plaats van de precieze plaats van die suffix in de bucket.
De array count wordt ook op 0 gëınitialiseerd. We lopen door SA van links
naar rechts, bucket per bucket. Laat l en r, met l ≤ r, respectievelijk de
linker en rechter boundary van de huidige H-bucket aanduiden. Voor elke i,
waarbij l ≤ i ≤ r, wordt count[SA−1[SA[i] + H]] gëıncrementeerd en setten
we SA−1[SA[i] +H] += count [SA−1[SA[i] +H]] - 1 en B2H[SA−1[SA[i] +
H]] = 1. Dit heeft als effect dat alle suffixen waarvan de symbolen op posities
[H + 1..2H] gelijk zijn met de prefix van de huidige H-bucket op de eerste
niet bezette plaats in hun bucket komen te staan. De B2H array wordt
gebruikt om de suffixen te markeren die van plaats zijn gewisseld terwijl de
count array aanduidt op welke plaats de volgende suffix moet komen binnen
een bucket. Nadat een bucket is gescand worden de B2H velden zo geset dat
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ze de linker grenzen van de 2H buckets aanduiden. Na het scannen wordt
SA geupdate en worden de velden van B2H toegekend aan BH.
Alle stappen kunnen gedaan worden in O(n) tijd en omdat er ten hoogste
⌈log2(n + 1)⌉ iteraties zijn heeft het sorteren een worst-case tijdscomplexi-
teit van O(n log n). Bovenstaande implementatie kan nog verbeterd worden
zodat slechts 2 arrays van grootte n nodig zijn. Meer informatie hierover is
te vinden in [MM93].
Naast dit algoritme zijn er nog gelijkaardige implementaties, we geven nog
het two-stage algoritme van Itoh-Takana en het copy algoritme van Seward.

3.3.1 Itoh-Takana two-stage algoritme

Itoh en Tanaka beschrijven in [IT99] een sorteeralgoritme dat in twee niveaus
werkt. Gegeven een alfabet Σ = {a, b, . . . , z} wordt count-sort gebruikt
om de suffixen initieel in |Σ| buckets Ba, . . . , Bz te plaatsen. Een bucket
Ba bevat alle suffixen die beginnen met karakter a, de suffixen zijn dus
gesorteerd volgens hun eerste karakter.
Nu beschouwen we twee types binnen een bucket, suffixen van Type A waar-
bij het tweede karakter lexicografisch gezien kleiner is dan het eerste en
suffixen van Type B waarbij het tweede karakter groter of gelijk is dan het
eerste karakter van de suffix. Binnen elke bucket zijn de Type A suffixen
kleiner dan Type B. We sorteren de Type B suffixen en plaatsen ze aan de
rechterkant van hun bucket. Indien alle Type B suffixen gesorteerd zijn, kun-
nen we gemakkelijk de volgorde van de Type A suffixen afleiden. We lopen
de array af van rechts naar links. Indien we een suffix Si tegenkomen kijken
we naar suffix Si−1, indien Si−1 een Type A suffix is kopiëren we deze naar
de eerste lege positie in bucket BS[i−1]. Het is eenvoudig in te zien dat het
algoritme werkt, Type B suffixen staan altijd al op hun plaats. Wanneer we
een Type A suffix Si tegenkomen weten we dat deze al op zijn plaats moet
staan omdat Si−1 al gesorteerd is doordat deze zich in een bucket bevindt
met suffixen die beginnen met een lexicografisch kleiner karakter. Deze re-
denering kunnen we doortrekken tot we aan de eerste bucket Ba komen.
Deze bucket kan niet anders dan suffixen van Type B bevatten die reeds
gesorteerd werden.
Het sorteren van de Type B suffixen kan via verschillende algoritmes gebeu-
ren, al naargelang de grootte van de bucket. De auteur stelt voor om grote
groepen te sorteren via MSD radix sort [MBM93], middelgrote groepen via
Bentley-Sedgewick mulikey quicksort en voor kleine groepen insertion sort.
Het two-stage algoritme steunt dus op bekende sorteringsmethoden om ruw-
weg de helft van de suffixen te sorteren en aan de hand van die gesorteerde
groep de rest van de suffixen op een snelle manier toe te voegen aan de suffix
array.



HOOFDSTUK 3. DE SUFFIX ARRAY 58

3.3.2 Seward copy algoritme

Het Seward copy algoritme [Sew00] is gelijkaardig aan het Itoh-Takana two-
stage algoritme. Door gebruik te maken van count-sort worden de suffixen
gesorteerd volgens de eerste twee karakters in de SA-array opgeslagen. We
noemen elk deel van SA waarin suffixen met hetzelfde beginkarakter een
bucket, een deel met suffixen die beginnen met dezelfde twee karakters een
small bucket. Dus SA bevat |Σ| buckets die elk |Σ| small buckets bevatten,
sommige van de (small) buckets kunnen uiteraard leeg zijn.
Het copy algoritme sorteert de buckets één voor één, beginnende bij de klein-
ste bucket en zo verder werkend naar de grootste. Stel dat we het alfabet
Σ = {a, b, . . . , z} hebben. Om een bucket Bp te sorteren worden de small
buckets Bpa, Bpb, . . . , Bpz gesorteerd. Van zodra Bp volledig gesorteerd is
kunnen de small buckets Bap, Bbp, . . . , Bzp in een enkele pass gesorteerd
worden. Deze small buckets worden gemerkt zodat ze kunnen worden over-
geslagen als de parent bucket wordt gesorteerd. Het is ook mogelijk om een
small bucket Bpp te sorteren van zodra de small buckets Bpa, . . .Bpo, Bpq,
. . . , Bpz gesorteerd zijn. Vooral bij files waarin veel opeenvolgende karakters
hetzelfde zijn is dit algoritme interessant.

3.4 Doubling

Doubling, oorspronkelijk beschreven door Ferragina, Grossi en Vitter in
[AFGV97], is een suffix array constructiealgoritme dat in O(log n) verdubbe-
lingsstappen een suffix array kan berekenen voor een sequentie S met groot-
te n. De totale tijd dat het algoritme nodig heeft bedraagt O(n log2 n).
Het idee achter doubling is om namen te berekenen voor alle substringen
S[i, i+2h− 1] per doubling stap h, voor 0 ≤ i < n en h > 0. De namen van
substringen berekend in stap h worden gebruikt om de namen in stap h + 1
te berekenen. Eén doubling stap berekent dus namen voor n paren uit de
sequentie, indien nodig wordt wordt de sequentie achteraan bijgevuld met
$-tekens.
In de papers over doubling is $ lexicografisch kleiner dan de andere karak-
ters, maar omdat we bij andere algoritmes $ als lexicografisch het grootste
element beschouwen, nemen we deze zienswijze over in dit hoofdstuk. Voor
de werking van het algoritme maakt het weinig uit, indien we in dit hoofd-
stuk $ anders beschouwen krijgen we hier uiteraard een andere suffix array
wat eerder verwarrend zou werken.

Neem nh,i als naam voor de substring S[i, i + 2h − 1], dan kunnen we de
naam nh+1,i van substring S[i, i + 2h+1 − 1] berekenen dankzij de positie
van het koppel namen

〈

nh,i, nh,i+2h

〉

. Per positie i wordt dus een naam
nh,i bijgehouden, we schrijven dit als het tuple 〈i, nk,i〉. Een naam kan
uit maximaal ⌈log2 n⌉ bits bestaan. Omdat de substringen in elke iteratie
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verdubbelen heeft het algoritme na q = ⌈log2(n + 1)⌉ iteraties de namen
berekend van de twee substringen met lengte 2q uit S[1, 2n], waarbij 2q ≥ n.
De volgorde tussen twee suffixen S[i, n] en S[j, n] kan worden bepaald door
de lexicografische namen van de substringen S[i, i+2q−1] en S[j, j+2q−1] te
vergelijken. Dus door de tuples I:=〈i, nk,i〉 te sorteren volgens nk,i verkrijgen
we de suffix array voor S.
Indien we dit op ons voorbeeld atcacccttca$ toepassen krijgen we volgend
resultaat:

Stap 1.

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S a t c a c c c t t c a $

index 3 0 10 2 9 4 5 6 1 8 7
paren ac at a$ ca ca cc cc ct tc tc tt
namen 0 1 2 3 3 4 4 5 6 6 7

Stap 2.

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
S 1 6 3 0 4 4 5 7 6 3 2 $ $

index 3 0 10 2 9 4 5 6 1 8 7
paren 04 13 2$ 34 3$ 45 47 56 60 62 73
namen 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Merk op dat we na de eerste stap de suffix array toevallig al hebben, dit
is uiteraard niet altijd zo. In stap 1 zouden de paren cc en cc met index
respectievelijk 4 en 5 omgewisseld worden in stap 2 indien karakter t met
index 7 bijvoorbeeld een a was geweest. Verder in hoofdstuk 3.5 werken
we een ander voorbeeld uit waarbij paren in de volgende stap wel worden
omgewisseld. De suffix array van de sequentie atcacccttca$ is dus:

SA = {3, 0, 10, 2, 9, 4, 5, 6, 1, 8, 7}

Bij een concrete implementatie wordt een lijst van n tuples gemaakt die elk
uit vier componenten bestaan:

〈

nh,i, nh,i+2h , i, nh+1,i

〉

, i blijft constant in
dit tuple, het duidt namelijk de positie van de suffix in de sequentie S aan.
De volgende vier stappen zijn nodig om van stap h naar h + 1 te gaan:

1. De n tuples moeten eerst gesorteerd worden volgens hun derde com-
ponent, zodat het i-de tuple van de vorm 〈∗, ∗, i, nh,i〉 is.
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2. Vervolgens wordt de lijst van links naar rechts doorlopen waarbij de in-
formatie van het i-de tuple wordt veranderd in

〈

nh,i, nh,i+2h , i,NULL
〉

,
waarbij de waarde ni+2h gehaald wordt uit de vierde component van
het (i + 2h)-de tuple in de lijst.

3. De lijst met tuples wordt nu gesorteerd volgens de eerste twee compo-
nenten.

4. De gesorteerde array wordt nu van links naar rechts doorlopen en elk
tuple krijgt als vierde component een nieuwe lexicografische naam. Een
tuple dat lexicografisch gezien (volgens de eerste twee componenten)
groter is dan zijn linkse buur krijgt als naam een integer die één eenheid
hoger ligt. Indien de twee tuples gelijk zijn volgens de eerste twee
componenten nh,i en nh,i+2h krijgen ook hetzelfde nummer als vierde
component. De nummering begint bij 0.

Op het einde van deze stappen kan de suffix array worden geconstrueerd
door te sorteren op de lexicografische naam (vierde component). De derde
component vormt in die volgorde de suffix array.
In de vier bovenstaande stappen wordt tweemaal de volledige sequentie ge-
sorteerd en twee keer wordt er doorheen de sequentie gescand. Omdat deze
stappen ⌈log2(n + 1)⌉ keer worden uitgevoerd, en het sorteren van de kop-
pels in n log2 n tijd kan, bedraagt de tijdscomplexiteit van het basisalgoritme
daarom O(n log2 n).

In [CF99] worden enkele voor de hand liggende verbeteringen voorgesteld om
het algoritme in de praktijk sneller te maken. Allereerst kan men verschil-
lende karakters in de sequentie S samennemen, afhankelijk van de grootte
van het alfabet. Men kan bijvoorbeeld de namen per vier encoderen in één
naam, waardoor het algoritme minder iteraties moet uitvoeren. Per sor-
teerfase moet wel meer werk worden verricht. Deze variant van doubling
noemt men ook wel quadrupling. Een andere voor de hand liggende verbe-
tering is om niet zomaar O(log2 n) iteraties uit te voeren, maar te stoppen
van zodra alle tuples verschillende namen hebben gekregen. De hoeveel-
heid iteraties hangt af van de langste gemeenschappelijke prefix, de namen
van de tuples zijn pas uniek als er log maxlgp verdubbelingsstappen zijn ge-
weest. Door deze laatste optimalisatie vermindert de tijdscomplexiteit tot
O(n log maxlgp log n).
Het algoritme in zijn huidige vorm heeft 4n integers nodig (de extra plaats
voor het sorteren uitgezonderd) om de suffix tree te construeren, maar we
kunnen dit echter reduceren tot 3n integers. Een tuple bevat vier integers,
maar als we de vier stappen bekijken zien we dat in stap 2 voor het i-de
tuple de vierde component niet meer van belang is. In stap 4 zijn de eerste
twee componenten niet meer van belang. De vierde component kunnen we
dus in stap 4 opslaan op de plaats van de eerste component, in stap 2 moet
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dan wel naar de eerste component van het (i+2h)-de tuple gekeken worden.

3.5 Discarding

Het probleem met het doubling algoritme is dat het aantal iteraties afhangt
van enkele suffixen die een lange prefix gemeenschappelijk hebben, maxlgp’s
genoemd. De discarding techniek (discarding betekent negeren) [DMKS05]
heeft als doel bepaalde delen van de suffix array die al een unieke naam heb-
ben buiten beschouwing te laten, zodat heel wat minder namen berekend
moeten worden. Als een tuple een unieke naam heeft betekent dit dat zijn
positie in de suffix array al vast ligt, dus door deze tuples uit te sluiten van
de sorteerstappen kan men een serieuze snelheidswinst boeken. Deze tuples
volledig uitsluiten gaat niet, ze kunnen in de verdere stappen nodig zijn om
te bepalen welke van twee suffixen voor de andere komt. Jammer genoeg
geeft deze verbetering van het doubling algoritme geen betere worst-case
tijdscomplexiteit.

Om een beter zicht te krijgen op het probleem werken we hier via het
doubling algoritme de sequentie tagtcatagtcaa$ uit waarin een maxlgp
(tagtca) zit van 6 karakters.



HOOFDSTUK 3. DE SUFFIX ARRAY 62

Stap 1.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
S t a g t c a t a g t c a a $

Index 11 1 7 5 12 4 10 2 8 0 6 3 9
Paren aa ag ag at a$ ca ca gt gt ta ta tc tc
Namen 0 1 1 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7

Stap 2.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
S 6 1 5 7 4 2 6 1 5 7 4 0 3 $

Index 11 1 7 5 12 10 4 2 8 0 6 9 3
Paren 0$ 17 17 21 3$ 43 46 54 54 65 65 70 72
Namen 0 1 1 2 3 4 5 6 6 7 7 8 9

Stap 3.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
S 7 1 6 9 5 2 7 1 6 8 4 0 3 $

Index 11 7 1 5 12 10 4 8 2 6 0 9 3
Paren 0$ 10 12 28 3$ 4$ 56 63 67 74 75 8$ 91
Namen 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Het nieuwe algoritme houdt twee verschillende lijsten bij: een lijst met af-
gewerkte tuples (D) en niet-afgewerkte tuples (U) waarvan de plaats in de
uiteindelijke suffix tree dus nog niet vast ligt. De tuples in D zijn van de
vorm 〈pos,−1, i〉, waarbij pos de uiteindelijke positie is van suffix S[i, n],
zodat SA[pos]=i. De verzameling U bestaat uit tuples 〈x, y, i〉 waarbij x en
y lexicografische namen zijn en i naar de positie van de suffix in S verwijst.
De array D is in het begin leeg, terwijl U tuples van de vorm 〈0, S[i], i〉
bevat, met 1 ≤ i ≤ n. De teller h wordt op 0 gëınitialiseerd. Per iteratie
worden volgende stappen uitgevoerd:

1. Sorteer alle tuples in U volgens hun eerste twee componenten, indien
U leeg is ga naar stap 6.

2. Doorloop de array tuples U van links naar rechts, markeer de afge-
werkte tuples en geef nieuwe namen aan de tuples in U . Een tuple t is
afgewerkt indien de twee buren in U verschillen in ten minste één van
hun twee eerste componenten ten opzichte van t. Een afgewerkt tuple
krijgt als tweede component de waarde -1. De nieuwe namen voor
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de onafgewerkte tuples worden op een andere manier berekend dan in
het oorspronkelijke algoritme, de eerste component van een tuple t =
〈x, y, ∗〉 wordt geset op (x+c), waarbij c het aantal tuples is dat links
van t ligt en de vorm 〈x, p, ∗〉 hebben met p 6= y.

3. Sorteer U volgens de derde component, volgens de startpositie van zijn
suffix.

4. Merge de lijsten U en D volgens de derde component, U bevat nu
terug alle tuples terwijl D leeg is.

5. Doorloop U , voor elk onafgewerkt tuple t = 〈x, y, i〉 neem het vol-
gende tuple

〈

z, ∗, i + 2h
〉

, dat op afstand 2h ligt van t, en verander t
in 〈x, z, i〉. Een afgewerkt tuple wordt niet bekeken en onmiddellijk
gekopieerd in D. Incrementeer h met 1 en ga naar stap 1.

6. Nu D leeg is wordt de array gesorteerd volgens het eerste component
van de tuples. In deze volgorde geeft de derde component de suffix
array van S.

De tijdscomplexiteit van doubling gecombineerd met discarding blijft jam-
mer genoeg O(n log2 n). De space complexiteit van het algoritme hangt af
van de gebruikte methode om te sorteren, in [CF99] wordt multiway merge-
sort gebruik. Omdat elk tuple bestaat uit 3 integers kost het algoritme 12n
bytes, maar in combinatie met het multiway mergesort verdubbelt dit tot
24n bytes.

3.6 Constructie in L stukken

De hoeveelheid geheugen die nodig is om de suffix array van een volledig
chromosoom te maken is vrij aanzienlijk, daarom wordt in [CF99] een tech-
niek voorgesteld om de suffix array incrementeel op te bouwen. Stel dat
er een algoritme Asa gegeven is dat een suffix array kan maken, en Astring

een algoritme dat een set strings kan sorteren. Beide algoritmes moeten in
extern geheugen kunnen werken. Eerst worden er L suffix arrays geconstru-
eerd, SA0, SA1, . . . , SAL−1, elk met grootte n/L. Elke array SAi houdt
de lexicografisch gesorteerde suffixen Si, Si + L, Si + 2L, . . . bij. De se-
quentie S wordt zo nodig aangevuld met karakters $ om S een grootte n te
geven, waarbij n een veelvoud van L is. De basisgedachte is om eerst SAL−1

te laten construeren door Asa en Astring, waarna de andere arrays SAL−2,
SAL−3, . . . , SA0 afgeleid kunnen worden door een algoritme dat in extern
geheugen integer tripletten kan sorteren.
De suffix array SAL−1 wordt in twee stappen gemaakt, eerst wordt een
string set SS = S[L − 1..2L − 2], S[2L − 1..3L − 2], . . . , S[n..n + L − 2]
lexicografisch gesorteerd via Astring. Vervolgens wordt een gecomprimeerde
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tekst S′ van lengte n/L afgeleid van S[L − 1, n + L − 2] door elke string
met de vorm S[iL − 1, (i + 1)L − 2] met i ≥ 1 te vervangen door zijn rang
in de gesorteerde string set SS. Algoritme Asa maakt dan de suffix array
SA′ van S′ en leidt SAL−1 daarvan af door SAL−1[j] gelijk te stellen met
(SA′[j]× L)− 1, met j = 1, 2, . . . , n/L.
De reden dat er nog een suffix array SA′ van S′ moet gemaakt worden is
dat de string set SS mogelijk strings bevat die meerdere keren voorkomen.
Sommige strings S[iL − 1, (i + 1)L − 2] en S[jL − 1, (j + 1)L − 2] met i 6=
j kunnen dus gelijk zijn, waardoor hun rang uiteraard ook gelijk is. Op dit
moment is het dus nog onduidelijk of suffix SiL kleiner dan wel groter is
dan suffix SjL. Daarom moet van S′ nog eens de suffix array SA gemaakt
worden zodat de suffixen SjL, met j = 1, 2, . . . , n/L, nu in de juiste volgorde
staan. Tijdens de constructie van een suffix array moet dus een suffix array
van groote n/L worden geconstrueerd. Dit kan uiteraard recursief gedaan
worden, maar door de waarde van L groot genoeg te maken kan men de
suffix array SA′ in het werkgeheugen constueren.
De volgende L − 1 suffix arrays kunnen geconstrueerd worden dankzij de
observatie dat elke suffix S[i + kL − 1, n] in SAi kan gezien worden als de
concatenatie van het karakter S[i + kL − 1] en de suffix S[i + kL, n] die in
SAi+1 zit. Dus als SAi+1 is bekend kan de volgorde tussen S[i + kL− 1, n]
en S[i + hL − 1, n] worden berekend door volgende twee integer paren met
elkaar te vergelijken: 〈S[i + kL− 1], posi+kL−1〉 en 〈S[i + hL− 1], posi+hL〉,
waarbij poss de positie is van de suffix Ss in SAi+1. Dit betekent dat de
constructie van SAi inhoudt dat van zodra SAi+1 bekend is er enkel n/L
tuples gesorteerd moeten worden.

We werken het algoritme uit aan de hand van onze voorbeeldsequentie
atcacccttca$, waarbij L = 2.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

S a t c a c c c t t c a $

SS = {(t,c),(a,c),(c,c),(t,t),(c,a),($,$)}
SS (gesorteerd) = {(a,c),(c,a),(c,c),(t,c),(t,t),($,$)}
rang S = {4, 1, 3, 5, 2, 6}
SA′ = {2, 5, 3, 1, 4, 6}
SA1 = {3, 9, 5, 1, 7, 11} ((×2)-1)

Index 0 2 4 6 8 10

Koppels (a,4) (c,1) (c,3) (c,5) (t,2) (a,6)

SA0 0 10 2 4 6 8

Koppels (a,4) (a,6) (c,1) (c,3) (c,5) (t,2)
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Nu hebben we dus twee suffix arrays, SA0 = {0, 10, 2, 4, 6, 8} en SA1 =
{3, 9, 5, 1, 7, 11}. In [CF99] wordt geen algoritme gegeven om de suffix
arrays samen te voegen, men stelt dat het afhangt van de applicatie of de
suffix array in één stuk of gedistribueerd wordt opgeslagen. We kunnen ech-
ter zelf een algoritme beschrijven om de suffix arrays om te vormen tot één
samenhangende suffix array.

We kunnen twee suffix arrays SAp en SAq, met 0 ≤ p < q < L niet zomaar
samenvoegen. Gegeven een element i uit SAp en j uit SAq moeten we
uitzoeken welk van de twee lexicografisch groter is dan de andere, dus of
SSAp[i] <l SSAq [j] dan wel SSAp[i] >l SSAq [j]. Van twee willekeurige suffixen
uit SAL−1 en SAL−2 kunnen we niet onmiddellijk de relatieve volgorde te
weten komen. Van zodra we SAL−2 en SAL−1 hebben samengevoegd in
array SAL−2 + SAL−1 kunnen we SAL−3 iets efficiënter toevoegen. We
moeten immers weten of gegeven een suffix i uit SAL−2 + SAL−1 kleiner of
groter is dan een suffix j uit SAL−3. Dit kunnen we te weten komen door
het eerste karakter van suffix i te vergelijken met het eerste karakter van
suffix j, indien deze karakters gelijk zijn moeten we volgende twee gevallen
beschouwen. We weten dat SAL−2 + SAL−1 alle suffixen i mod (L− 1) en
i mod (L − 2) bevat. Als i mod (L − 2) = 0 dan is de volgorde van i en j
gelijk aan de volgorde van suffixen i+1 en j +1. We weten immers dat i+1
mod (L−1) = 0 en j +1 mod (L−2) = 0, de relatieve volgorde van suffixen
i en j hangt dus af van de volgorde van suffixen i + 1 en j + 1 die beide in
verzameling SAL−2 + SAL−1 zitten. Het tweede geval is iets ingewikkelder,
indien i mod (L− 1) = 0 dan kunnen we de relatieve volgorde van i + 1 en
j+1 niet zomaar bepalen. Indien L > 3 bestaat er geen k zodat i+k en j+k
beide in verzameling SAL−2 + SAL−1 zitten. Indien L=3 dan lukt het wel,
dan zitten i+2 en j +2 beide in de verzameling SAL−2 +SAL−1. Indien de
twee eerste karakters van i en j gelijk zijn kunnen we de onderlinge volgorde
bepalen dankzij de onderlinge volgorde van i + 2 en j + 2 in de verzameling
SAL−2 + SAL−1.
Het mergen van suffixen uit SAL−z−1 aan SAL−z + . . . + SAL−1 gebeurt
op een gelijkaardige manier. Ook hier staat niet vast of er een k bestaat
zodat we kunnen bepalen of een suffix i uit SAL−z−1 kleiner of groter is
dan een suffix j uit verzameling SAL−z + . . . + SAL−1 zodat i + k en j + k
beide in SAL−z + . . .+SAL−1 zitten. Per L kan wel een z gevonden worden
zodat een willekeurige suffix i uit SAL−z−1 kan vergeleken worden met een
willekeurige suffix j uit SAL−z + . . . + SAL−1 zodat suffixen i + k en j + k
beide in SAL−z + . . . + SAL−1 zitten.

Om het probleem te verduidelijken werken we enkele voorbeelden uit, de
situatie in de voorbeelden is simpeler voorgesteld dan in werkelijkheid kan
voorkomen. We situeren de suffixen i en j altijd dicht bij elkaar in de buurt,
terwijl ze willekeurig ver uit elkaar kunnen liggen. Normaal gezien kan er
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dus altijd een veelvoud van L suffixen tussen i en j liggen, maar aan de
waarde van k verandert dit niets. In figuur 3.1 nemen we L = 4, de suffix
arrays SA2 en SA3 zijn al samengevoegd in SA2 + SA3. De suffix i uit
SA1 is aangeduid, net zoals suffix j in SA3. In figuur 3.1(1) zien we dat
we geen enkele k kunnen vinden zodat suffix i + k en suffix j + k beide in
verzameling SA2 + SA3 zitten. In figuur 3.1(2) en 3.1(3) tonen we aan dat
eerst de suffix array SA0 toevoegen evenmin altijd efficiënt kan gebeuren.
Als we i en j kiezen zoals in figuur 3.1(2) kunnen we k = 3 nemen, suffixen
i+3 en j +3 zitten beide in verzameling SA2 +SA3 zodat we hun relatieve
volgorde kunnen gebruiken om de volgorde van i en j snel te kunnen bepalen
indien de eerste 3 karakters van suffixen i en j gelijk zouden zijn. Maar in
figuur 3.1(3) hebben we een situatie waarbij er geen k bestaat, eerst SA0

toevoegen heeft dus geen effect.
Tot slot hebben we enkele voorbeelden gemaakt waarbij de verzameling
SAL−z+1+. . .+SAL−1 groot genoeg is om de verzamelingen SA0, . . . , SAL−z

efficiënt toe te voegen. In figuur 3.2 staat het voorbeeld met L = 3, waarbij
de suffixen uit SA1 en SA2 al zijn samengevoegd. Voor een willekeurige i
uit SA0 en j uit SA1 +SA2 kan men altijd een k = 1 of k = 2 vinden zodat
suffixen i + k en j + k in SA1 + SA2 zitten. Figuur 3.3 illustreert het geval
waarbij L = 5. Hierdoor is duidelijk dat z = 3 indien L = 5, zodat voor
gegeven een willekeurige suffix i uit SA0, . . . , SAL−z−1 en een suffix j uit
SAL−z + . . . + SAL−1 er altijd een k kan gevonden worden zodat i + k en
j + k beide in de samengevoegde suffix array SAL−z + . . . + SAL−1 zitten.

In het volgend hoofdstuk worden deze observaties gebruikt om een lineair
algoritme te construeren.

Figuur 3.1: Constructie van de suffix array in 4 stukken
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Figuur 3.2: Constructie van de suffix array in 3 stukken

Figuur 3.3: Constructie van de suffix array in 5 stukken

3.7 Lineaire constructie

In 2003 werd in drie onafhankelijke onderzoeken vastgesteld dat suffix arrays
rechtstreeks in lineaire tijd kunnen worden geconstrueerd [KS03, KSPP03,
KA03]. Theoretisch gezien kon men al veel eerder een suffix array in lineaire
tijd construeren, namelijk door de lineair geconstrueerde suffix tree in depth-
first volgorde te doorlopen.
J. Kärkkäinen en P. Sanders beschrijven in [KS03] het skew algoritme om
in lineaire tijd een suffix tree te construeren. Het algoritme gaat uit van een
divide-and-conquer aanpak. De suffixen worden in twee groepen ingedeeeld,
een groep suffixen die positie i mod 3 6= 0 hebben en een groep die positie
i mod 3 = 0 heeft. Eerst worden de suffixen die beginnen op positie i mod
3 6= 0 gesorteerd. In de tweede stap worden de suffixen met startpositie i
mod 3 = 0 gesorteerd, gebruik makend van de gesorteerde suffixen uit de
vorige stap waardoor het sorteren sneller verloopt. Uiteindelijk worden de
twee lijsten samengevoegd tot de suffix array van de volledige sequentie.
Het idee achter het skew algoritme wordt verder uitgewerkt in [JKB03],
waarbij het concept difference cover wordt voorgesteld . Het difference co-
ver 3 (DC3) algoritme werkt zoals het skew algoritme, maar het kan worden
gegeneraliseerd zodat het voor elke difference cover D modulo v geldt. Hier-
door kan door een bepaalde difference cover D te kiezen space ingeruild
worden voor tijd.
We bespreken eerst de basisvoorstelling met DC3, waarbij we het algorit-
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me stap voor stap uitwerken aan de hand een voorbeeldsequentie. Daarna
bespreken we de tijdscomplexiteit van DC3 waarna we in hoofdstuk 3.8
overgaan tot het bespreken van het begrip difference cover en het algoritme
generaliseren.

3.7.1 Difference Cover 3

Zonder eerst te definiëren wat een difference cover precies is werken we
het voorbeeld uit, in het volgend hoofdstuk wordt uitgelegd waarom dit
algoritme een toepassing is van difference cover 3. De voorbeeldsequentie
ziet er als volgt uit:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

S[i] a t c a c c c t t c a $

Allereerst worden de suffixen in drie groepen ingedeeld, voor k = 0, 1, 2
definiëren we Bk = {i ∈ [0, n] | i mod 3 = k}. Laat C = B1 ∪ B2 de set
sample posities zijn en SC de set suffixen die beginnen op een positie uit de
set sample posities. In ons voorbeeld geeft dit het volgende:

B1 = {1, 4, 7, 10}, B2 = {2, 5, 8, 11}, C = {1, 4, 7, 10, 2, 5, 8, 11}

Nu moeten de suffixen van de sample posities gesorteerd worden. We doen
dit door twee stringen R1 en R2 te concateneren tot R en deze laatste te
sorteren. Hierdoor krijgen we de volgorde van de sample suffixen SC . Voor
k = 1, 2 construeren we de stringen

Rk = [S[k], S[k + 1], S[k + 2]][S[k + 3], S[k + 4], S[k + 5]]. . .
[S[maxBk], S[maxBk+1], S[maxBk+2]],

waarvan de karakters tripletten [S[i], S[i + 1], S[i + 2]] zijn. Laat R = R1 ◦
R2 de concatenatie zijn van R1 en R2. R ziet er in ons voorbeeld dan uit
als volgt:

R [tca] [ccc] [ttc] [a$0] [cac] [cct] [tca] [$00]

SC 5 3 6 1 2 4 5 7

Om de suffixen van R te sorteren worden de karakters, we beschouwen de
tripletten als karakters, gesorteerd via radix sort. We verkrijgen de set
sample suffixen door aan elk karakter een integer waarde te geven die hun
onderlinge volgorde uitdrukt, [S[i], S[i+1], S[i+2]] < [S[j], S[j+1], S[j+2]]
⇔ R′

i < R′
j .

We zien dat er twee karakters hetzelfde zijn, namelijk [tca]. Het gevolg is
dat SC nog niet volledig gesorteerd is, daarvoor kopiëren we SC naar R’.
De suffixen in R’ worden vervolgens recursief gesorteerd via DC3. Hiervoor
voegen we wel het karakter 0 toe aan R’, zodat het aantal karakters een
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veelvoud van 3 is. We nemen aan dat het aanroepen van het DC3 algoritme
met R’ als input de suffix array SAR′ = (8, 3, 4, 1, 5, 0, 6, 2, 7) teruggeeft.
Nu de sample suffixen gesorteerd zijn moet er aan elke suffix een rang ge-
geven worden. Voor elke i ∈ C noemen we rank(Si) de rang van Si in de
sample set SC . Geef rank(Sn+1) = rank(Sn+2) = 0. Voor elke i ∈ B0 is
rank(Si) niet gedefinieerd.

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8

R′ 5 3 6 1 2 4 5 7 0

C 1 4 7 10 2 5 8 11

SC 5 3 7 1 2 4 6 8

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

rank(Si) ⊥ 5 2 ⊥ 3 4 ⊥ 7 6 ⊥ 1 8 ⊥ 0 0

Nu de sample suffixen van B1 en B2 gesorteerd zijn, moeten de suffixen
waarvan de positie start op een index uit B0 nog gesorteerd worden. Na
elke non-sample suffix Si staan twee sample suffixen waarvan we de relatieve
positie zojuist hebben berekend. Dus door het eerste karakter S[i] van
elke non-sample suffix Si te combineren met de rang van sample suffix Si+1

kunnen we de non-sample suffixen sorteren. Formeel gezegd: voor elke i, j
∈ B0,

Si ≤ Sj ⇐⇒ (S[i], rank(Si+1)) ≤ (S[j], rank(Sj+1))

Alle paren (S[i], rank(Si+1)) worden via radix sort op volgorde gebracht.
In ons voorbeeld geeft dit dus (0,0) < (a,3) < (a,5) < (c,1) < (c,7) waaruit
volgt dat S12 < S3 < S0 < S9 < S6. De set suffixen Si ∈ SB0

is dus gelijk
aan 12, 3, 0, 9, 6.
We hebben nu twee lijsten, SC en SB0

, maar we willen de indices van SC

aflopen volgens rang. Hiervoor gebruiken we de inverse array van SC , {(14,
13,) 10, 2, 4, 5, 1, 8, 7, 11}. Als laatste stap moeten de twee sets van gesor-
teerde suffixen samen gevoegd worden tot de uiteindelijke suffix array. Om
een suffix Si ∈ SC te vergelijken met Sj ∈ SB0

hebben we twee gevallen:

i ∈ B1 : Si ≤ Sj ⇐⇒ (S[i], rank(Si+1)) ≤ (S[j], rank(Sj+1))
i ∈ B2 : Si ≤ Sj ⇐⇒ S[i], S[i+1], rank(Si+2)) ≤ (S[j], S[j+1], rank(Sj+2))

Doordat we bij het uitvoeren van het algoritme extra nullen toevoegen heeft
het geen zin om nu nog posities die hoger zijn dan n nog bij te houden.
Waardes 12, 13 en 14 vallen dus weg. Het samenvoegen werkt dan door
suffixen Si ∈ SC te vergelijken met Sj ∈ SB0

, de kleinste van beide suffixen
wordt dan aan de suffix array toegevoegd. Indien Si < Sj dan wordt ver-
volgens Si+1 met Sj vergeleken, als Si > Sj wordt Sj toegevoegd aan de
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suffix array en worden vervolgens Sj+1 en Si met elkaar vergeleken. In het
voorbeeld gaat dit dan als volgt:

(a, 3) < (a, 8) ⇐⇒ S3 < S10 → 3 toevoegen,
(a, 5) < (a, 8) ⇐⇒ S0 < S10 → 0 toevoegen,
(a, 8) < (c, 1) ⇐⇒ S10 < S9 → 10 toevoegen,
(c, a, 3) < (c, a, 8) ⇐⇒ S2 < S9 → 2 toevoegen,
(c, 1) < (c, 4) ⇐⇒ S9 < S4 → 9 toevoegen,
(c, 4) < (c, 7) ⇐⇒ S4 < S6 → 4 toevoegen,
(c, c, 7) < (c, t, 6) ⇐⇒ S5 < S6 → 5 toevoegen,
(c, 7) < (t, 2) ⇐⇒ S6 < S1 → 6 toevoegen.

Omdat alle elementen van SB0
op hun plaats staan in de suffix array, kunnen

we de rest van de set SC achteraan toevoegen. De uiteindelijke suffix array
is dus

SA = {3, 0, 10, 2, 9, 4, 5, 6, 1, 8, 7, 11}.

Plaats- en Tijdscomplexiteit

Nu moeten we nog aantonen dat het algoritme in lineaire tijd kan werken,
ondanks de recursie. Het indelen in groepen en de tripletten van twee van
deze groepen sorteren gebeurt via radix sort, in lineaire tijd. Het berekenen
van de integer waarde van de tripletten kan eveneens lineair, indien bepaalde
tripletten meerdere keren voorkomen moet de nieuw gevormde array recur-
sief gesorteerd worden. Elke sorteringsfase is lineair, de vraag is echter of
de recursie stopt in lineaire tijd. Om dit te bewijzen hebben we het master
theorem voor recursie nodig.

Definitie 3.7.1. Het master theorem voor recursie.
T (n) =

∑m
i=1 T (αi ∗ n) + O(nk) met 0 ≤ αi ≤ 1, m ≥ 1, k ≥ 0. Deze

vergelijking heeft als oplossing

T (n) =







O(nk) indien
∑m

i=1 αk
i < 1

O(nk log n) indien
∑m

i=1 αk
i = 1

O(nc) indien
∑m

i=1 αk
i > 1

waarbij c de oplossing is van de vergelijking
∑m

i+1 αc
i = 1.

Bijgevolg heeft de vergelijking T (n) = O(n)+T (⌈2n/3⌉) als oplossing T (n) =
O(n).
Gegeven de array rank(Si), kan de inverse in lineaire tijd worden berekend
door de array éénmaal te doorlopen. Aangezien elke rang slechts één keer
voorkomt en de rang tussen twee gesorteerde suffixen juist 1 is, kunnen we
de precieze locatie van elke suffix in de inverse array berekenen.
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3.8 Difference cover

Het DC3 algoritme sorteert suffixen waarvan de startpositie in een difference
cover sample modulo 3 zitten en gebruikt deze om alle suffixen te sorteren.
Dit algoritme kan gegeneraliseerd worden zodat het voor elke difference cover
D modulo v geldt.
Het belang van deze generalisatie is dat voor een v = O(

√
n) het DC algo-

ritme kan gëımplementeerd worden om in O(vn) tijd te werken waarbij er
O(n/

√
v) extra plaats gebruikt wordt. Dit betekent dus dat men tijd voor

space kan inruilen.

In het DC3 algoritme hebben we gesproken over sample suffixen en non-
sample suffixen, de keuze van de sample suffixen is een speciaal geval van een
difference cover sample. Een difference cover sample moet voldoen aan twee
voorwaarden. Ten eerste moeten de sample suffixen efficiënt kunnen worden
gesorteerd. In het DC3 algoritme is dit het geval, de tripletten kunnen
via radix sort lineair worden gesorteerd. Difference cover samples kunnen
snel gesorteerd worden omdat ze periodisch zijn, met een kleine periode. We
kunnen bovenstaand algoritme aanpassen zodat we niet met tripletten maar
met grotere intervallen werken. Stel dat we een sample met grootte m en
een periode v hebben. De sample suffixen kunnen dan gesorteerd worden in
O(vm) tijd.
De tweede voorwaarde is dat de non-sample suffixen gesorteerd moeten wor-
den met de hulp van de gesorteerde sample suffixen zodat de volledige suffix
array kan worden opgesteld. De set difference cover sample posities hebben
de eigenschap dat voor elke i, j ∈ [0, n− v +1] er een kleine ℓ bestaat zodat
zowel i + ℓ als j + ℓ sample posities zijn. Bij het DC3 algoritme is aan deze
voorwaarde voldaan, zowel bij het sorteren van de suffixen van S0 als het
samenvoegen van de twee sets.
Een difference cover sample is gebaseerd op difference covers:

Definitie 3.8.1. Een set D ⊆ [0, v − 1] is een difference cover modulo v
indien {(i− j) mod v | i, j ∈ D} = [0, v − 1].

Definitie 3.8.2. Een v-periodieke sample C van [0, n] met een periode D,
C = {i ∈ [0, n] | i mod v ∈ D}, is een difference cover sample indien D een
difference cover modulo v is.

Een difference cover sample voldoet aan de eerste conditie, namelijk dat ze
periodiek is. Volgend lemma toont aan dat ze ook voldoet aan de twee-
de conditie, dat de non-sample suffixen efficiënt gesorteerd kunnen worden
dankzij de sample suffixen.

Lemma 1. Indien D een difference cover modulo v is, en i en j zijn integers,
dan bestaat er een ℓ ∈ [0, v − 1] zodat (i + ℓ) mod v en (j + ℓ) mod v in D
zitten.
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Bewijs. Volgens de definitie van difference cover bestaat er i′, j′ ∈ D zodat
i′ − j′ ≡ i − j mod (v). Laat ℓ = (i′ − i) mod v. Dan i + ℓ ≡ i′ ∈ D (mod
v) en j + ℓ ≡ i′ − (i− j) ≡ j′ ∈ D (mod v).

3.8.1 Veralgemeend algoritme

Allereerst moeten we een sample set construeren, voor k ∈ [0, v−1] definieer
Bk = {i ∈ [0,n] | i mod v = k}. De set sample posities is nu C =

⋃

k∈D Bk.
Laat D = [0,v − 1] / D en C = [0, n] / C.
Voor k ∈ D construeer de stringen

Rk = [S[k]S[k + 1] . . . S[k + v − 1]][S[k + v]S[k + v + 1]
. . . S[k + 2v − 1]] . . . [S[maxBk] . . . S[maxBk + v − 1]].

Laat R de concatenatie zijn van alle Rk met k ∈ D. De suffixen van R noe-
men we de sample suffixen. Deze sample suffixen moeten recursief gesorteerd
worden, waarbij de lengte van de periode mag gaan van 3 tot (1− ǫ)v2/|D|
om zeker te zijn dat de recursie convergeert.
Definieer rank(Si) zoals bij het DC3 algoritme voor elke i ∈ C waarbij
rank(Sn+1) = rank(Sn+2) = . . . = rank(Sn+v−1) = 0 en rank(Si) = ⊥
voor i ∈ C.
Sorteer elke SBk

, met k ∈ D, apart. Laat ℓ ∈ [0, v − 1] zodat (k + ℓ) mod
v ∈ D. Om SBk

te sorteren stellen we elke suffix Si ∈ SBk
voor door het

tuple (S[i], S[i + 1], . . . , S[i + ℓ− 1], rank(Si+ℓ)). Wat belangrijk is om in te
zien is dat de rang altijd gedefinieerd is. Het sorteren van elke SBk

gebeurt
in lineaire tijd via radix sort.
In het DC3 algoritme zouden we nu de sets SBk

samenvoegen, maar omdat
we hier te maken hebben met v verschillende sets zou het mergen O(nv log v)
tijd kosten omdat er n keer O(v log v) vergelijkingen nodig zijn om het klein-
ste element uit v verschillende lijsten te selecteren en aan de suffix array toe
te voegen. Daarom moeten we uitgaan van een iets andere aanpak.
We delen de sample suffix set SC in sets SBk

, met k ∈ D, waarbij elke
set gesorteerd blijft. Nu hebben we alle sets SBk

, met k ∈ [0, v − 1], als
gesorteerde sequenties. Nu moeten deze sequenties geconcateneerd worden
en vervolgens stabiel gesorteerd worden op de eerste v karakters.
Voor α ∈ [0, n]v, neem Sα de set van suffixen die beginnen met α, en laat
Sα

Bk
= Sα ∩ SBk

. Het algoritme heeft nu de suffixen in sets Sα
Bk

ingedeeld.
De sets zijn gegroepeerd volgens α en elke set Sα

Bk
zelf is gesorteerd.

Een voorbeeld met v = 3 en alfabet {a,c,g,t} ziet er dan als volgt uit:

Saaa
B0

Saaa
B1

Saaa
B2

Saac
B0

Saac
B1

Saac
B2

Saag
B0

. . .

Tot slot moeten voor elke α ∈ [0, n]v de sets Sα
Bk
∈ [0, v − 1] in de set Sα

gesorteerd worden. Op het eerste zicht kost dit O(nv log v) tijd, maar omdat
elk element zijn unieke rang heeft moeten er in elke groep van v elementen
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v 3 7 13 21 31 32 64 128 256 512 1024 2048
|D| 2 3 4 5 6 7 9 13 20 28 40 58

Tabel 3.4: Difference cover D modulo v waardes

slechts v vergelijkingen gebeuren om het kleinste element te sorteren. De
benodigde tijd bedraagt dus O(nv).
Vervolgens mergen we alle sets. Voor elke i, j ∈ [0, n], laat ℓ ∈ [0, v−1] zodat
(i + ℓ) mod v en (j + ℓ) mod v beide in D zitten. Suffixen Si en Sj worden
vergeleken dankzij rank(Si+ℓ) en rank(Sj+ℓ). Dit geeft de juiste volgorde
omdat Si en Sj tot dezelfde set Sα en dus S[i]S[i + 1] . . . S[i + ℓ − 1] =
S[j]S[j + 1] . . . S[j + ℓ− 1].

Plaats- en Tijdscomplexiteit

De tijdscomplexiteit van het gegeneraliseerde algoritme bedraagt O(vn).
Ook kan het zo worden gëımplementeerd dat er slechts O(n/

√
v) extra space

nodig is om de output te berekenen.
De enige vraag die overblijft is welke difference covers D modulo v optimaal
zijn. Het is duidelijk dat D niet kleiner dan

√
v mag zijn, anders wordt aan

definitie 3.8.1 niet voldaan. Aan de andere kant mag volgens dezelfde defi-
nitie 3.8.1 D = [0, v − 1], waardoor alle suffixen gesorteerd moeten worden.
We willen dat de groep van non-sample suffixen zo groot mogelijk is, dus
dat we de non-sample suffixen kunnen sorteren dankzij de sample suffixen.
Indien de set sample suffixen te klein is kunnen de non-sample suffixen niet
gesorteerd worden, dit kan echter niet voorkomen als er aan definitie 3.8.1
voldaan is.
Het algoritme wordt niet optimaal uitgevoerd indien D een te grote subset
van [0, v − 1] is. De lower bound voor D is

√
v, de beste upper bound die

we kennen komt van Dolbourn and Ling [CL00], zij hebben volgend lemma
bewezen:

Lemma 2. Voor elke v kan een difference cover modulo v met grootte ten
hoogste

√
1.5v + 6 berekend worden in O(

√
v) tijd.

Dus we weten dat voor een difference cover D modulo v de optimale grootte
van D tussen

√
v en

√
1.5v + 6 ligt. Onderstaande tabel geeft de kleinste

bekende difference cover D modulo v voor verschillende periode lengtes v.
Voor v ≤ 128 weten we dat ze optimaal zijn.

3.9 Pipelined suffix array implementatie

Dementiev, Kärkkäinen, Mehnert, Sanders hebben enkele van de hierbo-
ven suffix array constructiealgoritmes gëımplementeerd waarbij ze gebruik
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maken van pipelining [DMKS05]. Pipelining is een techniek waarbij tussen-
resultaten niet gematerialiseerd worden, maar van het ene algoritme worden
doorgegeven naar het andere. Deze techniek wordt dikwijls toegepast in
database-toepassingen, om de hoeveelheid I/O te minimaliseren.
De bedoeling van hun implementatie is om na te gaan of het DC3 algorit-
me, dat lineair is, ook in de praktijk sneller is dan doubling en discarding,
twee niet-lineaire algoritmes. Hun implementatie is er op gericht om grote
sequenties te construeren waarvan de suffix array die, samen met extra data-
structuren die nodig zijn voor het algoritme, niet meer in het werkgeheugen
passen. We hebben deze algortimes, DC3, doubling en discarding getest om
te controleren of een aantal conclusies van de auteurs kunnen bevestigen.

Het doubling algoritme is nog voor verbetering vatbaar, in de basisversie
van het algoritme worden namen gezocht voor twee aaneengrenzende tu-
ples, maar men kan per iteratie voor verschillende tuples samen één naam
zoeken. Voor elke iteratie wordt het sorteren dan zwaarder, maar er moe-
ten minder iteraties worden uitgevoerd, wat een positief effect heeft op het
aantal I/O-operaties. Onderzoek heeft uitgewezen dat per iteratie 5 tu-
ples samennemen het meest efficiënt is. In de implementatie van [DMKS05]
worden slechts 4 tuples samengevoegd per iteratie, omdat 4 een veelvoud
is van 2 en theoretisch nauwelijks trager dan wanneer er 5 tuples worden
samengenomen. Deze versie van het doubling algoritme wordt ook wel het
quadrupling algoritme genoemd. Het aantal I/O operaties zou voor quadru-
pling ongeveer 30% lager liggen dan voor doubling. Om deze reden hebben
we het quadrupling algoritme getest in plaats van doubling.

De piplined versie van het discarding algoritme verschilt weinig van de im-
plementatie van het doubling algoritme. Details over beide algoritmes kun-
nen teruggevonden worden in [DMKS05]. We gebruiken eveneens het quad-
discarding algoritme, maar we noemen het gewoon discarding.
Ook het piplined DC3 algoritme lijkt sterk op het algoritme voor doubling,
het enige probleem is dat de input sequentie twee keer moet worden gescand.
Eerst worden de sample suffixen geselecteerd, waarna er door de input moet
worden gescand om de namen van de tuples te genereren. Deze twee scans
zitten elkaar in de weg, men heeft dit opgelost door een tijdelijke kopie te
maken van de input stream. Verdere details over de pipelined algoritmes
zijn te vinden in [DMKS05].

3.9.1 Testresultaten

We hebben de pipelined implementatie van het quadrupling, discarding en
DC3 algoritme getest op stukken van het menselijk chromosoom nummer 1.
Eerst hebben we de verschillende algoritmes getest op een deelsequentie van
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1 tot 10MB, om een idee te krijgen van de uitvoersnelheid op korte sequen-
ties. Deze resultaten zijn niet spectaculair, de belangrijkste reden hiervoor
is dat de harde schijf gebruikt wordt voor bepaalde sorteer- en eventueel
merge-procedures in de algoritmes. Hun implementatie is er op gericht om
van zeer grote sequenties de suffix array te construeren, waarbij er te weinig
werkgeheugen voorhanden is. Voor korte sequenties kan het algoritme de
suffix array beter volledig in het werkgeheugen opbouwen, de grote vertra-
gende factor bij dit soort algoritmes is de I/O naar de harde schijf.

In figuur 3.4 zien duidelijk dat het discarding algoritme trager werkt dan
DC3 en quadrupling. Dit strookt niet met de theoretische tijdscomplexiteit,
we hadden verwacht dat discarding sneller zou werken dan quadrupling om-
dat discarding een verbeterde versie is van het quadrupling algoritme. Ook
komt dit niet overeen met de resultaten van de auteurs in [DMKS05].
We kunnen verschillende redenen geven voor deze afwijkende resultaten. Er
is een verschil in gebruikte hardware, de auteurs hebben een systeem met
een dual-core 2.0 GHz Intel Xeon processor, een gigabyte RAM en vier har-
de schijven van 80 gigabyte gebruikt voor hun experimenten. Wij hebben
onze testen uitgevoerd op een eenvoudige laptop met een 1.7 Intel Centrino
processor, 512 megabyte RAM en één harde schijf van 60 gigabyte (waarvan
10 gigabyte gereserveerd voor het algoritme). Het meest in het oog sprin-
gende verschil is het feit dat hun systeem twee processoren heeft, bepaalde
algoritmes kunnen immers geparallelliseerd worden zodat ze optimaal ge-
bruik kunnen maken van de verschillende processoren. Andere algoritmes
kunnen dan weer nauwelijks profijt halen uit een extra processor. Tussen
discarding en quadrupling is er echter weinig verschil, beide algoritmes kun-
nen vlot geparalleliseerd worden. Het lijkt ons weinig waarschijnlijk dat de
verschillende testresultaten hierdoor verklaard kunnen worden.
De external memory library stxxl versie 0.52, die door de pipelined algorit-
mes gebruikt wordt om data te bufferen, is er op voorzien om met meerdere
harde schijven te werken [DS05]. Naast de andere specificaties van het sys-
teem kan dit een invloed hebben op de testresultaten. Het is uiteraard ook
mogelijk dat de iets hogere complexiteit van het discarding-algoritme ver-
antwoordelijk is voor een tragere werking van het algoritme.

Theoretisch gezien is vooral de grootte van de langste gemeenschappelijke
prefix van belang bij het doubling algoritme, het discarding algoritme zou
hier minder last van hebben. Het doubling algoritme is bijzonder gevoelig
voor een grote lgp, hoe groter de maximale lgp, hoe meer iteraties er worden
uitgevoerd. Genomen van onder andere zoogdieren staan er om bekend dat
ongeveer de helft van het DNA bestaat uit herhalingen en reversals. Het
discarding algoritme is minder gevoelig aan enkele bijzonder grote herhalin-
gen, maar het algoritme kan minder tuples negeren indien de gemiddelde
lgp vrij groot is. In de gebruikte sequenties schommelt de gemiddelde lgp
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rond de 10 karakters, wat betekent dat er inderdaad een vrij groot aantal
herhalingen aanwezig is.

Figuur 3.4: Vergelijking tussen quadrupling, discarding en DC3 met een
sequentiegrootte van 1 tot 10 miljoen karakters

Het verschil in snelheid tussen DC3 en discarding is vrij klein en de uitvoe-
ringstijd is redelijk, dus we zijn enkel verder gegaan met deze twee algoritmes
bij het testen van sequenties tussen 10 en 100 miljoen base-pairs.
Uit resultaten voorgesteld in figuur 3.5 kunnen we vaststellen dat DC3 en
quadrupling niet fel van elkaar verschillen, daarom hebben we beide algo-
ritmes de suffix array van het volledige menselijke chromosoom 1, wat iets
minder dan 250 miljoen base-pairs bevat, laten constueren. Quadrupling
blijkt de suffix array in 2 uur te kunnen maken, terwijl DC3 40 minuten
extra nodig had.

De conclusie van de auteurs van [DMKS05] wijkt af van onze resultaten. Vol-
gens hun testresultaten op stukken van het menselijk genoom met grootte
tussen 224 tot 230 karakters blijkt DC3 het snelste, gevolgd door discarding
wat ongeveer dubbel zoveel tijd nodig heeft. Traagste van de drie algorit-
mes was quadrupling, wat tot vier keer trager was dan DC3. DC3 kwam in
alle testen op verschillende types tekst als snelste algoritme uit de bus. De
geteste teksten waren twee geconcateneerde kopieën random gegenereerde
tekst (om een enorme maximale lgp te krijgen), de Gutenberg bijbel, het
menselijk genoom en een set html-paginas. Het waarom van de verschil-
lende testresultaten is moeilijk te achterhalen, extra testen op verschillende
hardware zou wenselijk zijn.
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Figuur 3.5: Vergelijking tussen discarding en DC3 met een sequentiegrootte
van 10 tot 100 miljoen karakters



Hoofdstuk 4

De enhanced suffix array

De suffix tree is de belangrijkste data structuur voor string processing al-
goritmes, maar een suffix tree is veeleisend op het gebied van space. De
suffix array daarentegen is heel wat zuiniger dan een suffix tree, maar heeft
minder toepassingen op het gebied van string processing en comparative ge-
nomics. Verder werkend op de resultaten uit [KLA+01] wordt in [AKO04]
aangetoond dat elk algoritme dat een suffix tree als data structuur gebruikt
kan omgevormd worden tot een algoritme dat enkel een suffix array nodig
heeft, samen met wat extra tabellen. Meer zelfs, de omvorming gebeurt op
zulk een manier dat de tijdscomplexiteit gelijk blijft.
Abouelhoda, Kurtz en Ohlebusch noemen hun datastructuur een enhanced
suffix array, ze bestaat uit een suffix array en enkele extra arrays. Het grote
voordeel van deze structuur is dat algoritmes minder plaats nodig hebben
en dat ze volgens de makers ook sneller zijn. Algoritmes kunnen een suffix
tree op verschillende manieren gebruiken, door de suffix tree top-down of
bottom-up te doorlopen, of door gebruik te maken van suffix links. De
enhanced suffix array wordt aangevuld met extra arrays afhankelijk van de
wijze waarop de suffix tree doorlopen moet worden.

4.1 Bottom-up simulatie

We geven eerst een methode om met een suffix array en wat informatie
over de langste gemeenschappelijke prefixen het bottom-up doorlopen van
een suffix tree te simuleren. Oorspronkelijk komt dit idee van Kasai et
Al. [KLA+01], maar in [AKO04] heeft men het algoritme verrijkt met het
concept lcp-interval trees, zij bevatten zowel informatie over de langste ge-
meenschappelijke prefixen als informatie over kind-nodes in een suffix tree.
Eerst worden concepten zoals lcp-interval gedefinieerd waarna we uitleggen
hoe een lcp-interval tree gebouwd kan worden.

78
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Definitie 4.1.1. Een interval [i..j] met 0 ≤ i < j ≤ n is een lcp-interval
(longest common prefix ofwel langste gemeenschappelijke prefix) met lcp-
waarde ℓ indien:

1. lcptab[i] < ℓ,

2. lcptab[k] ≥ ℓ voor k met i + 1 ≤ k ≤ j,

3. lcptab[k] = ℓ voor ten minste één k met i + 1 ≤ k ≤ j,

4. lcptab[j + 1] < ℓ.

Een lcp-interval [i..j] met lcp-waarde ℓ wordt ook wel geschreven als ℓ-
interval.

Definitie 4.1.2. Een ℓ-interval [i..j] is een lokaal maximum in de lcp-tabel
indien SA[k] = ℓ voor alle i + 1 ≤ k ≤ j.

De lcp-table lcptab is een array van integers lopende van 0 tot n, lcptab[0]
= 0 en lcptab[i] is gelijk aan de lengte van de langste gemeenschappelijke
prefix van de suffixen SSA[i−1] en SSA[i] voor 1 ≤ i ≤ n. Omdat SSA[n] = $
geldt dat lcptab[n] = 0. Deze tabel kan berekend worden als een bijproduct
tijdens de constructie van de suffix array, ofwel kan ze uit de suffix array
worden geconstrueerd in lineaire tijd [KLA+01].
Een probleem met het algoritme van Kasai is dat het vrij veel space gebruikt.
Normaal wordt per tekst symbool één byte gebruikt en per element van een
suffix of lcp array vier bytes. Het algoritme van Kasai et Al. gebruikt echter
13n bytes, wat dus 4n bytes overhead betekent. Manzini [Man04] heeft dit
algoritme verbeterd zodat er bij het berekenen van de lcp-array nauwelijks
overhead bestaat. Zijn oplossing zou volgens zijn eigen berekeningen wel 5
tot 10% trager werken. In dezelfde paper wordt ook een algoritme voorge-
steld dat bij het construeren van de lcp-array de suffix array overschrijft.
Voor sommige toepassingen is immers enkel de lcp-array van tel en niet de
suffix array. Het voordeel is dat er minder space verloren gaat, slechts (5 +
λ)n bytes waarbij λ << 1.

De tabel bwttab bevat de Burrows en Wheeler transformatie [BW94], ge-
bruikt voor data compressie. Het is een tabel met grootte n + 1 zodat voor
elke i met 0 ≤ i ≤ n, bwttab[i] = S[SA[i]-1] als SA[i] 6= 0. Indien SA[i]
= 0 dan is bwttab[i] niet gedefinieerd. De tabel kan uiteraard in O(n) tijd
worden geconstrueerd uit de suffix array [KLA+01].

Als we bovenstaande definities toepassen op de sequentie atcacccttca$

krijgen we tabel 4.1 als resultaat.

Nu geven we het algoritme om door middel van een suffix array en zijn
lcp-table lcptab het bottom-up doorlopen van een suffix tree te simuleren.
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i SA lcptab bwttab SSA[i]

0 3 0 c acccttca$

1 0 1 atcacccttca$

2 10 1 c a$

3 2 0 t cacccttca$

4 9 2 t ca$

5 4 1 a cccttca$

6 5 2 c ccttca$

7 6 1 c cttca$

8 1 0 a tcacccttca$

9 8 3 t tca$

10 7 1 c ttca$

11 11 0 a $

Tabel 4.1: De enhanced suffix array van de sequentie atcacccttca$

Het algoritme is oorspronkelijk van [KLA+01], maar deze aangepaste versie
is afkomstig uit [AKO04]. Alle lcp-intervallen van lcptab worden berekend
met behulp van een stack. De elementen op de stack zijn lcp-intervallen
voorgesteld door tuples 〈lcp, lb, rb〉, waarbij lcp de lcp-waarde is van dat
interval, lb de linkergrens en rb de rechtergrens is. Merk op dat de functie
report(interval) door het algoritme dat de virtuele suffix tree bottom-up
doorloopt moet worden ingevuld.

Algoritme 6. Simulatie bottom-up doorlopen van een suffix tree.

push(〈0, 0,⊥〉)
for i := 1 to n do

lb := i− 1
while lcptab[i] < top.lcp

top.rb := i− 1
interval := pop
report(interval)
lb := interval.lb

if lcptab[i] > top.lcp then
push(〈lcptab[i], lb,⊥〉)

Er bestaat een aangepast algoritme dat eveneens de kind-intervallen bij elk
interval teruggeeft, alvorens we het algoritme presenteren moeten we eerst
uitleggen wat een lcp-interval tree is.

Een m-interval [l..r] is embedded in een ℓ-interval [i..j] indien het een subin-
terval is van [i..j], met i ≤ l < r ≤ j en m > ℓ. Indien [l..r] bevat zit in
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[i..j] en er is geen enkel ander interval in [i..j] dat ook [l..r] omvat, dan is
[l..r] een kind interval van [i..j].
Dankzij deze ouder-kind relatie kan men een virtuele boom opstellen die
we de lcp-interval tree van de suffix array noemen. Deze virtuele boom is
eigenlijk de suffix tree zonder bladeren, concreet betekent dit dus dat een
tuple 〈lcp, lb, rb〉 een node is waarbij alle suffixen tussen de indices lb en rb
de bladeren vormen onder die node. Figuur 4.1 geeft de lcp-interval tree
weer van ons voorbeeld, vergeleken met de suffix tree. Op deze figuur zien
we duidelijk dat de lcp-interval tree de suffix tree is zonder bladeren.

Figuur 4.1: De suffix tree en lcp-interval tree van de sequentie atcacccttca$

Algoritme 6 kunnen we nog wat aanpassen zodat er in een tuple ook nog
informatie wordt bijgehouden over de child-nodes. Men kan in principe
van elke node apart de lijst van kind-intervallen achterhalen, maar dat kost
meer tijd. De enhanced suffix array houdt geen expliciete pointers bij om
de ouder-kind relatie aan te duiden, het algoritme 7 werkt zoals algoritme
6 door de lcp-tabel linear te scannen en intervallen op een stack te plaat-
sen. De elementen op de stack zijn lcp-intervallen voorgesteld door tuples
〈lcp, lb, rb, childList〉, waarbij childList de lijst van kind-intervallen is. Wat
het algoritme eigenlijk doet is een virtuele lcp-interval tree aflopen en alle
nodes ervan in top-down volgorde returnen.

Algoritme 7. Simulatie bottom-up doorlopen van een lcp-interval tree met
per node een lijst van kind-intervallen.

lastInterval := ⊥
push(〈0, 0,⊥, [ ]〉)
for i := 1 to n do

lb := i− 1
while lcptab[i] < top.lcp

top.rb := i− 1
lastInterval := pop
report(lastInterval)
lb := lastInterval.lb
if lcptab[i] ≤ top.lcp then

top.childList := add(top.childList,lastInterval)
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lastInterval := ⊥
if lcptab[i] > top.lcp then

if lastInterval 6= ⊥ then
push(〈lcptab[i], lb,⊥, [lastInterval]〉)
lastInterval := ⊥

else push(〈lcptab[i], lb,⊥, [ ]〉)

4.2 Top-down simulatie

Naast simuleren van het bottom-up doorlopen van een suffix tree is het
interessant om voor elk ℓ-interval [i..j] in constante tijd te kunnen bepalen
wekle de kind intervallen zijn. Om dit te verwezelijken wordt een extra tabel
toegevoegd aan de suffix array: de child-tabel childtab. Deze tabel bevat
n + 1 elementen die elk drie waarden hebben: up, down en nextℓIndex. Elk
van deze drie waarden kosten 4 bytes in het ergste geval, maar in [AKO04]
is aangetoond dat deze drie waarden kunnen worden samengenomen tot één
veld.
In essentie slaat een child-tabel de ouder-kind relatie op van lcp-intervallen.
Dus voor een ℓ-interval [i..j] met ℓ-indices i1 < i2 < ... < ik wordt de
childtab[i].down of childtab[j + 1].up waarde gebruikt om de eerste ℓ-index
i1 te bepalen. De andere ℓ-indices i1, ..., ik kunnen gevonden worden via
childtab[i1].nextℓIndex, . . . , childtab[ik−1].nextℓIndex. Van zodra alle ℓ-
indices bekend zijn kent men de kind intervallen van [i..j]. Als i1 < i2 <
... < ik de ℓ-indices in aflopende volgorde zijn, dan zijn de kind-intervallen
van [i..j] gelijk aan [i..i1 − 1],[i1..i2 − 1],...,[ik..j].
Men kan de waarden van up, down en nextℓIndex van elke childtab-entry
ook formeel omschrijven:

• childtab[i].up = min{q ∈ [0..i− 1] | lcptab[q] > lcptab[i] en
∀ k ∈ [q + 1..i− 1] : lcptab[k] ≥ lcptab[q]}

• childtab[i].down = max{q ∈ [i + 1..n] | lcptab[q] > lcptab[i] en
∀ k ∈ [i + 1..q − 1] : lcptab[k] > lcptab[q]}

• childtab[i].nextℓIndex = min{q ∈ [i + 1..n] | lcptab[q] = lcptab[i] en
∀ k ∈ [i + 1..q − 1] : lcptab[k] > lcptab[i]}

Als voorbeeld nemen we de up, down en nextℓIndex waarden van het interval
[3-7], deze staan op positie 3 in tabel 4.2. De waarde 1 staat in childtab[3].up
en childtab[0].down, zodat het duidelijk is dat interval [0-2] een linkerbroer
is van interval [3-7]. Op positie 5 staat als nextℓIndex waarde 8, zodat we
weten dat de rechterbroer van interval [3-7] begint met [8-?]. Waarde 5 op
index 3 staat voor het tweede kind-interval van [3-7], het interval dat begint



HOOFDSTUK 4. DE ENHANCED SUFFIX ARRAY 83

op positie [5-?]. Hierdoor weten we dat het eerste kind van interval [3-7] het
interval [3-4]is. Op index 5 staat als nextℓIndex de waarde 7 zodat we weten
dat het vorige interval het interval [5-6] was en dat het volgende interval
begint op positie [7-?]. Op index 7 staat echter geen nextℓIndex meer zodat
we kunnen afleiden dat het geen interval is, maar gewoon de 7de suffix in
SA. Uit dit alles kunnen we dus opmaken dat interval [3-7] twee kinderen
heeft, namelijk de intervallen [3-4] en [5-6].

De constructie van de child-table kan in lineaire tijd uitgevoerd worden door
het bottom-up doorlopen van de lcp-interval tree zoals in algoritme 7. Hier
geven we voor de duidelijkheid twee verschillende algoritmes om de up/down
waardes en de nextℓIndex waarde van de child-tabel te berekenen.

Algoritme 8. Berekenen van de up en down waardes.

lastIndex := -1
push(0)
for i := 1 to n do

while lcptab[i] < lcptab[top]
lastIndex := pop
if(lcptab[i] ≤ lcptab[top]) and

(lcptab[top] 6= lcptab[lastIndex]) then
childtab[top].down := lastIndex

/* nu geldt lcptab[i] ≥ lcptab[top] */
if lastIndex 6= -1 then

childtab[i].up := lastIndex
lastIndex := -1

push(i)

Het algoritme doorloopt de lcp-tabel en pusht de huidige index op de stack
indien zijn lcp-waarde groter of gelijk is aan de lcp-waarde waar de top van
de stack naar wijst. Elementen worden van de stack gepopt zolang hun lcp-
waarde groter is dan deze op de huidige index. Dus dankzij de lcp-waardes
van de top van de stack te vergelijken met de huidige lcp-waardes, worden
de up en down velden van de child-tabel gevuld met elementen die van de
stack gepopt worden tijdens het doorlopen van de lcp-tabel.

Het algoritme om de nextℓIndex waardes in te vullen is iets gemakkelijker,
men moet gewoon controleren of lcptab[i] gelijk is aan lcptab[top]. Indien
dit zo is wordt i de waarde van het veld childtab[top].nextℓIndex.

Algoritme 9. Berekenen nextℓIndex-waardes.

push(0)
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for i := 1 to n do
while lcptab[i] < lcptab[top]

pop
if lcptab[i] = lcptab[top] then

lastIndex := pop
childtab[lastIndex].nextℓIndex := i

push(i)

Na het berekenen van de waardes van up, down en nextℓIndex op onze
voorbeeldsequentie krijgen we tabel 4.2.

childtab

i SA lcptab 1 2 3 SSA[i]

0 3 0 1 3 acccttca$

1 0 1 2 atcacccttca$

2 10 1 a$

3 2 0 1 5 8 cacccttca$

4 9 2 ca$

5 4 1 4 6 7 cccttca$

6 5 2 ccttca$

7 6 1 6 cttca$

8 1 0 5 10 11 tcacccttca$

9 8 3 tca$

10 7 1 9 ttca$

11 11 0 10 $

Tabel 4.2: Enhanced suffix array met childtab; 1 = up, 2 = down en 3 =
nextℓIndex

Als we naar de tabel 4.2 kijken zien we dat veel velden leeg zijn en dat de
up en down-waardes dikwijls herhaald worden. De drie velden up, down en
nextℓIndex kunnen worden gecomprimeerd tot één enkel veld.

4.2.1 Opzoeken van een kind-interval

Om de kind-intervallen van een ℓ-interval [i..j] te vinden moeten we eerst de
voorste ℓ-index in [i..j] localiseren, het minimum van de set ℓIndices(i,j).
De eerste ℓ-index in [i..j] kunnen we vinden via de up en down waarde in
de child-tabel.
Voor elk ℓ-interval [i..j] geldt het volgende:

1. i < childtab[j + 1].up ≤ j of i < childtab[i].down ≤ j
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2. childtab[j + 1].up houdt de eerste ℓ-index bij van [i..j]
indien i < childtab[j + 1].up ≤ j

3. childtab[i].down houdt de eerste ℓ-index bij van [i..j]
indien i < childtab[i].down ≤ j

Van zodra de eerste ℓ-index i1 van een ℓ-interval [i..j] gevonden is, kunnen
de volgende ℓ-indices i2 < i3 < . . . < ik uit [i..j], waarbij 1 ≤ k ≤ |Σ|, op-
gevraagd worden uit het nextℓIndex -veld van achtereenvolgens childtab[i1],
childtab[i2], . . ., childtab[ik−1]. Hieruit volgt dat de kind-intervallen van
[i..j] de intervallen [i..i1 − 1], [i1..i2 − 1], . . ., [ik..j] zijn. Het algoritme om
van een ℓ-interval de kind-intervallen op te vragen ziet er als volgt uit:

Algoritme 10. getChildIntervals(i,j) waarbij lcp-interval [i..j] 6= [0..n].

intervalList = [ ]
if i < childtab[j + 1].up ≤ j then

i1 := childtab[j + 1].up
else

i1 := childtab[i].down
intervalList.add(i,i1 − 1)
while childtab[i1].nextℓIndex 6= ⊥ do

i2 := childtab[i1].nextℓIndex
intervalList.add(i1, i2 − 1)
i1 := i2

intervalList.add(i1, j)
return intervalList

De functie getChildIntervals heeft een tijdscomplexiteit van O(|Σ|), wat we
beschouwen als constante tijd. Door deze functie te gebruiken kunnen we
een top-down traversal over een suffix tree simuleren. Men kan gemakkelijk
een functie getInterval schrijven die als input-parameters een ℓ-interval [i..j]
en een karakter a ∈ Σ krijgt en als resultaat het kind interval [l..r] van [i..j],
waarvan de suffix het karakter a heeft op positie ℓ, returnt. Indien zulk een
interval niet bestaat moet getInterval de waarde ⊥ returnen.
Men kan ook een functie getLcp(i, j) implementeren die de lcp-waarde van
een lcp-interval [i..j] in constante tijd berekent. Indien i < childtab[j+1].up
≤ j dan geeft getlcp(i, j) de waarde lcptab[childtab[j + 1].up] terug, of an-
ders de waarde lcptab[childtab[i].down].

We passen algoritme 10 toe om de kind-intervallen van het lcp-interval [3..7]
te vinden. We weten dat i = 3 en j = 7, met 3 < childtab[8].up = 7 ≤ 7
waardoor i1 := childtab[8].up = 7. Aan de intervallijst voegen we 1-interval
[3..4] toe. Aangezien childtab[7].nextℓIndex = ⊥ voegen we het 1-interval
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[5..6] toe aan de intervallijst. De kind-intervallen van het lcp-interval [3..7]
zijn dus [3..4] en [5..6].

4.2.2 Enkele toepassingen

Voor een gewone suffix array heeft het beantwoorden van een vraag zoals
’Is P een substring van S?’ een worst-case tijdscomplexiteit van O(m log n),
waarbij m en n de lengtes zijn van respectievelijk P en S. Dankzij de enhan-
ced suffix array kunnen we dit type queries oplossen in O(m) tijd. Queries
van het type ’Geef alle z voorkomens van P in S’ kunnen in O(m + z) tijd
beantwoord worden, dus onafhankelijk van de lengte van S.

Algoritme 11. Beantwoorden van een beslissingsquery.

c := 0
queryFound := True
(i, j) := getInterval(0, n, P[c])
while (i, j) 6= ⊥ en c < m en queryFound = True

if i 6= j then
ℓ := getlcp(i, j)
min := min{ℓ, m}
queryFound := S[SA[i] + c..SA[i] + min - 1] = P[c..min - 1]
c := min
(i, j) := getInterval(i, j, P[c])

else
queryFound := S[SA[i] + c..SA[i] + m - 1] = P[c..m - 1]

if queryFound then
return(i, j) /* gevraagd P-interval */

else
print ’Pattern P niet gevonden in S’

Eerst vindt de functie getInterval het juiste lcp-interval [i..j] waarvan de
suffixen met het karakter P[0] beginnen. Vervolgens gaat via de while-lus
uit het vorige bepaalde lcp-interval telkens een deelinterval gezocht worden
totdat het lcp-interval ofwel een singleton interval is geworden, waarbij de
voorste karakters gelijk moeten zijn aan de nog niet gematchte karakters van
P, ofwel totdat alle karakters van P gematcht zijn via de prefix van de inter-
vallen, zodat alle elementen uit het laatste deelinterval P als prefix hebben.
Dit algoritme werkt lineair omdat we via c bijhouden hoeveel karakters er
al gematcht zijn via de lcp-waarde van de voorouder-intervallen. Hierdoor
wordt elk karakter van P slechts één keer vergeleken met een karakter uit S,
zodat de worst-case tijdscomplexiteit O(m) bedraagt.
Queries waarbij alle elementen moeten worden opgesomd kunnen door een
kleine uitbreiding van de bovenstaande functie worden beantwoord. Gege-
ven een sequentie P met lengte m wordt het P-interval [l..r] gezocht via
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bovenstaand algoritme, wat O(m) tijd kost. Daarna kunnen de startposities
van elk voorkomen van P in S worden opgesomd: SA[l], . . ., SA[r]. Dus
indien P z keer voorkomt in S, neemt het opzoeken van het P-interval sa-
men met het aflopen van de startposities van elk voorkomen van P in S ten
hoogste O(m + z) tijd in beslag.

4.3 Simulatie van suffix links

Het laatste element waarin een enhanced suffix array verschilt van een suffix
tree is de suffix link. Bij de suffix tree wijst een suffix link van één node
naar een andere, in deze voorstelling is de suffix link een verwijzing van een
ℓ-interval [i..j] naar een interval [l..r] met een lcp van ℓ− 1. We geven eerst
enkele definities alvorens over te gaan tot de bespreking van de constructie
van de suffix link tabel.

Definitie 4.3.1. Stel dat SSA[i] = aω. Indien voor index j, met 0 ≤ j <
n, geldt dat SSA[j] = ω, dan noteren we j als link[i] en noemen het de suffix
link van i. Indien SA[i] < n, dan link[i] = SA−1[SA[i] + 1].

Definitie 4.3.2. Gegeven het ℓ-interval [i..j] wordt het kleinste lcp-interval
[l..r], waarvoor geldt l ≤ link[i] < link[j] ≤ r, het suffix link interval van
[i..j] genoemd.

Lemma 3. Gegeven een aω-interval ℓ-[i..j] is zijn suffix link interval een
ω-interval dat een lcp-waarde ℓ− 1 heeft.

Bovenstaand lemma kunnen we als volgt bewijzen. De langste gemeen-
schappelijke prefix van aω is SSA[i], . . ., SSA[j]. Bijgevolg is ω de langste
gemeenschappelijke prefix van SSA[link[i]], . . ., SSA[link[j]]. Omdat [l..r] het
kleinste lcp-interval is waarvoor geldt dat l ≤ link[i] < link[j] ≤ r, volgt
hieruit dat ω de langste gemeenschappelijke prefix is van SSA[l], . . ., SSA[r].
Dus is [l..r] het ω-interval en heeft het een lcp-waarde van ℓ - 1.
Voor elk ℓ-interval [i..j] moet een suffix link worden bijgehouden naar het
interval [l..r], dit gebeurt door de linker en rechter grens l en r te bewa-
ren bij de eerste ℓ-index van [i..j]. De overeenkomstige tabel noemen we
suflink, zie tabel 4.3. De lcp-waarde van [l..r] moet niet worden bijgehou-
den omdat deze ℓ - 1 is. De tabel wordt geconstrueerd door de lcp-interval
breadth-first van links naar rechts te doorkruisen. Voor elke lcp-waarde die
we tegenkomen wordt een lijst intervallen bijgehouden die deze waarde heb-
ben. Toegepast op ons voorbeeld geeft dit dan een set ℓ-waarden met hun
bijhorende intervallen.

0-lijst: [0..11]
1-lijst: [0..2], [3..7], [8..10]
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2-lijst: [3..4], [5..6]
3-lijst: [8..9]

Deze lijsten zijn automatisch gesorteerd volgens de linker grens van de in-
tervallen doordat de lcp-interval boom in breadth-first volgorde wordt door-
lopen. Het aantal ℓ-intervallen in de lijsten is maximaal n. Voor elke lcp-
waarde ℓ > 0 en elk ℓ-interval [i..j] in de ℓ-lijst berekenen we link[i]. Door
binair zoeken in de (ℓ - 1)-lijst kan het interval [r..l] gevonden worden zodat l
de hoogste linkse grens van alle (ℓ - 1)-intervallen waarvoor geldt l ≤ link[i].
Dit interval is het suffix link interval van [i..j]. Bij de eerste ℓ-index van het
interval [i..j] worden vervolgens de l en r waarden opgeslagen.
Omdat er minder dan n lcp-intervallen zijn en binair zoeken O(log n) tijd
kost, neemt het algoritme in totaal O(n log n) tijd in beslag. Tabel SA−1, die
we gebruiken om link[i] in constante tijd te berekenen, en de ℓ-lijst hebben
elk O(n) space nodig, maar zij kunnen worden verwijderd als de suffix link
tabel klaar is.

In ons voorbeeld zoeken we voor twee intervallen, [0..5] en [2..3] het suffix
link interval. Voor het eerste interval [0..5] berekenen we de waarde van
link[0] = SA−1[SA[0] + 1] = SA−1[3] = 1. Nu zoeken we het interval [l..r]
zodat l de grootste linkergrens van alle ℓ - 1 = 0 intervallen waardoor l ≤
link[0]. Dit interval moet wel [0..10] zijn, aangezien er geen andere interval-
len in de 0-lijst zitten. De waarden l = 0 en r = 10 worden opgeslagen bij
de eerste index van [0..5] waar lcp-waarde 1 staat, index 2. Voor het tweede
interval [2..3] doen we dezelfde berekening, zodat link[2] = SA−1[SA[2] + 1]
= SA−1[1] = 6. Het gezochte [l..r]-interval staat in de 2-lijst, hier gaan we
dus via binair zoeken het juiste interval [6..7] vinden. De waarden l = 6 en
r = 7 worden opgeslagen bij de eerste index van [2..3] met een lcp-waarde
3, index 3 dus.

Theoretisch is het mogelijk om de suffix link intervallen te berekenen via de
suffix tree, deze kan geconstrueerd worden in O(n) tijd. Het is echter ook
mogelijk om zonder de omweg van een suffix tree de suffix link intervallen
te berekenen in lineaire tijd. Dit kan gedaan worden door de binaire search
te omzeilen en het probleem om de suffix link intervallen te construeren
te reduceren tot het beantwoorden van range minimum queries. Voor dit
algoritme houden we wel de grenzen i en j van elk ℓ-interval [i..j] bij op elke
ℓ-index.

Lemma 4. Gegeven is een ℓ-interval [i, j] met [l, r] zijn suffix link interval.
Omdat er een ℓ-index q met i+1 ≤ q ≤ j, is er ook een index k zodat k een
(ℓ− 1)-index is van [l..r] en link[i] + 1 ≤ k ≤ link[j].

Omdat l ≤ link[i] + 1 ≤ link[j] en ℓ - 1 de lengte van de langste gemeen-
schappelijke prefix is van link[i] en link[j], is ℓ de minimum waarde van de
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lcp-tabel in de range [link[i] + 1 . . . link[j]]. Hierdoor kunnen we een (ℓ−1)-
index k van interval [l..r] met link[i] + 1 ≤ k ≤ link[j] localiseren door de
range minimum query van de range [link[i] + 1 . . . link[j]] te beantwoorden.

Definitie 4.3.3. Laat L een array zijn van groote n met elementen uit de
range [0, n − 1]. De range minimum query RMQ(i, j), met 0 ≤ i < j ≤
n − 1, vraagt om een index k zodat i ≤ k ≤ j en L[k] = min {L[q] | i ≤ q
≤ j}.

De array L kan in lineaire tijd en space worden geconstrueerd, zoals bij
het vorige algoritme wordt de lcp-interval boom doorkruist in breadth-first
order. De ℓ-intervallen worden volgens hun waarde in oplopende volgorde
afgelopen. Stel dat het ℓ-interval [i..j] bekeken wordt en dat alle intervallen
met lcp-waarde ℓ - 1 al berekend zijn. Eerst worden de grenzen van het
ℓ-interval i en j bij elke ℓ-index van [i..j] bewaard. Dan worden link[i]
en link[j] bepaald waaruit we de waarde k = RMQ(link[i] + 1, link[j])
berekenen. Omdat k een (ℓ - 1) index van het suffix link interval [i..j] is,
kunnen we de grenzen l en r van dit suffix link interval op index k opzoeken.
Uiteindelijk worden l en r in de suffix link tabel op de eerste ℓ-index van
[i..j] bewaard.
Elke stap in bovenstaande beschrijving kan in constante tijd worden uit-
gevoerd, zodat de worst-case tijdscomplexiteit om de suffix link tabel te
construeren O(n) tijd bedraagt.

childtab suflink

i SA lcptab 1 2 3 l r SA−1 SSA[i]

0 3 0 1 3 1 acccttca$

1 0 1 2 0 11 8 atcacccttca$

2 10 1 3 a$

3 2 0 1 5 8 0 cacccttca$

4 9 2 0 2 5 ca$

5 4 1 4 6 7 0 11 6 cccttca$

6 5 2 3 7 7 ccttca$

7 6 1 6 10 cttca$

8 1 0 5 10 11 9 tcacccttca$

9 8 3 3 4 4 tca$

10 7 1 9 0 11 2 ttca$

11 11 0 10 11 $

Tabel 4.3: Enhanced suffix array met suffix links
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4.4 Vmatch

Vmatch is de software tool die de enhanced suffix array implementeert, het
programma kan verschillende soorten matching problemen oplossen zoals
zoeken naar maximale repeats, branching tandem repeats, supermaximal
repeats of volledige matches.
Verder bestaan er een aantal systemen gebaseerd op de enhanced suffix array,
zoals MGA, wat multiple alignments van volledige genomen kan berekenen,
ESAsearch, een programma dat zoekt naar position specific scoring matri-
ces of REPuter, een systeem om maximale repeats in genomen te vinden.
ESAsearch bespreken we in hoofdstuk 6.6. REPuter had in de eerste versies
een suffix tree [Kur99b], deze is echter vervangen door een enhanced suffix
array met een significante vermindering van het gebruikte geheugen tot ge-
volg [AKO02].

4.4.1 Testresultaten

Het algoritme dat gebruikt wordt om de suffix array te construeren is ge-
baseerd op het suffix sorting algoritme van Bentley en Sedgewick [BS97].
Het zou ongeveer 50% minder plaats innemen dan de normale algoritmes
om suffix arrays te construeren, volledig in het werkgeheugen. Het systeem
waarop de auteurs de experimenten hebben uitgevoerd is een SUN-Sparc
met 32 gigabyte RAM en een 950Mhz CPU. Omdat ons systeem 512MB
RAM heeft, kunnen we slechts suffix arrays construeren van sequenties die
maximaal 100 miljoen karakters bevatten. De geteste sequenties zijn alle-
maal aaneengesloten stukken uit het eerste chromosoom van het menselijk
genoom, waaruit alle karakters N zijn verwijderd. Vmatch houdt immers
enkel rekening met de letters A, C, G, T bij het opstellen van de enhanced
suffix array.

Allereerst vergelijken we hoeveel tijd het kost om enkel de suffix array aan te
maken met de tijd die nodig is om de volledige index te creëren. De volledige
index bestaat uit de suffix array en een set andere arrays waaronder de ge-
transformeerde input sequentie (tistab), de oorspronkelijke input sequentie
(oistab), de gereduceerde inverse suffix array (sti1tab), de Burrows-Wheeler
transformatie (bwttab), de lengtes van de langste gemeenschappelijke pre-
fixen (lcptab), de bucket boundaries (bcktab) en de skip values (skptab).
De belangrijkste van deze arrays zijn besproken in het vorig hoofdstuk.

We hebben voor een sequentie van 10 miljoen karakters de groottes van
de verschillende arrays samengevat in tabel 4.4, samen met hun relatieve
grootte ten opzichte van de sequentie. De totale grootte van de volledige
enhanced suffix array bedraagt dus 13,307 MB. De grootte van de suffix
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trees geconstrueerd door TOP-Q en TDD (zie hoofdstuk 2.7.3) waren res-
pectievelijk 41,7 MB en 12,9 MB. De volledige enhanced suffix array is dus
nauwelijks groter dan de suffix tree geconstrueerd door TDD.
Hierbij moeten we wel nog rekening houden met de toepassing waarvoor
de index gebruikt wordt, voor een gewone beslissingsquery hebben we enkel
de suffix array, de lcptab, de tistab en bcktab nodig. In totaal zijn er dus
slechts 6n + n/2 bytes nodig om de index voor te stellen indien men enkel
beslissingsqueries wil oplossen. In vergelijking met TDD, wat suffix trees
van 13n bytes construeert, is dit een halvering van de benodigde space.
Een ander voorbeeld is het ESAsearch algoritme dat op zoek gaat naar
position specific scoring matrices door gebruik te maken van een enhanced
suffix array. Dit programma heeft enkel de suffix array, lcptab en de skptab
nodig, voor een totaal van 9n bytes.

Naam grootte (KB) grootte(n)

tistab 983 n
oistab 983 n
sti1tab 983 n
bwttab 983 n
lcptab 983 n
bcktab 524 n/2
skptab 3934 4n
SA 3934 4n

Tabel 4.4: Grootte van de index arrays bij een sequentie van 10 miljoen
karakters

In figuur 4.2 staat het tijdsverschil tussen de creatie van de volledige enhan-
ced suffix array en enkel de suffix array. Eerst hebben we de test uitgevoerd
met korte sequenties tussen de 1 en 10 miljoen karakters, in figuur 4.2 met
langere sequenties tussen de 10 en 100 miljoen tekens. Voor korte sequenties
was het verschil in constructietijd onbeduidend en ook voor de langere se-
quenties kunnen we vaststellen dat de tijd om enkel de suffix array te maken
niet veel verschilt met de constructietijd van de volledige index, ook al neemt
de volledige index een veelvoud aan plaats in beslag op de harde schijf. De
constructietijd van de volledige index begint echter plots sterk te stijgen bij
sequenties die meer dan 80 miljoen karakters bevatten. De oorzaak hier-
van is niet meteen duidelijk, de meest logische verklaring is dat voor de
constructie van de volledige index het werkgeheugen niet meer toereikend
is en er gebruik wordt gemaakt van swap-geheugen. Het opnieuw testen
van deze sequenties bevestigden ons vermoeden dat er inderdaad veel swap-
geheugen werd aangesproken, we kunnen hieruit besluiten dat indien men
een volledige enhanced suffix array wil maken van een sequentie van meer
dan 100 miljoen karakters, men meer dan 512MB werkgeheugen nodig heeft.
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Figuur 4.2: Constructie van de suffix array en de volledige enhanced suffix
array

Indien we deze constructietijden vergelijken met de pipelined algoritmes uit
hoofdstuk 3.9, zien we dat de constructietijd van de enhanced suffix array
lager ligt dan deze van de pipelined algoritmes DC3, quadrupling en discar-
ding. Eigenlijk is deze vergelijking niet eerlijk, de pipelined constructieal-
goritmes gebeuren voor een groot deel op de harde schijf, terwijl de creatie
van de enhanced suffix array volledig in het werkgeheugen plaatsvindt.

Tot slot hebben we geprobeerd te achterhalen of er een verschil in snelheid
bestaat bij het zoeken naar exacte maches in een suffix tree en een enhanced
suffix array. Hiervoor hebben we eerst voor een sequentie van 1 miljoen ka-
rakters beide indexen gemaakt en 10000 query-sequenties gegenereerd door
random subsequenties met lengte 10 en lengte 100 te kiezen uit de basisse-
quentie. Elk van de query-sequenties komt dus minimaal één keer voor in
de sequentie. Deze set queries hebben we uitgevoerd op de suffix tree gege-
nereerd door TOP-Q en de enhanced suffix array. Beide indexen werden op
voorhand in het werkgeheugen geladen.
Het uitvoeren van de query-sequenties van lengte 10 duurde bij de suffix
tree 26 seconden en bij de enhanced suffix array 4 seconden. De langere
uitvoeringstijd bij de suffix tree is te verklaren door het feit dat bij een query-
sequentie die veel voorkomt in de sequentie, alle bladeren onder de node met
als path de query-sequentie moeten worden afgelopen. Deze bladeren zijn
meestal niet aaneengesloten opgeslagen, in tegenstelling tot een suffix array.
De enhanced suffix array kan de queries sneller beantwoorden omdat deze
index-structuur een betere locality of memory reference heeft.
Indien we 10000 queries uitvoeren met lengte 100 stijgt de snelheid, de suffix
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array weet deze queries te beantwoorden in 7 seconden en de enhanced suffix
array in minder dan 1 seconde. Deze betere uitvoeringstijd is te verklaren
door het feit dat er veel minder posities moeten worden opgevraagd, de kans
dat in een sequentie meerdere keren een subsequentie van 100 tekens voor-
komt, is klein. De relatieve snelheidswinst is voor beide systemen gelijk, de
queries met lengte 100 worden 4 keer sneller beantwoord dan de queries met
lengte 10.

Onze conclusie is dan ook dat de enhanced suffix array een goed alterna-
tief is voor een suffix tree, voor de meeste algoritmes moet slechts een deel
van tabellen van de enhanced suffix array worden gebruikt. Hierdoor wordt
dikwijls minder geheugen gebruikt dan wanneer men een suffix tree zou ge-
bruiken. Het enige nadeel is dat men voor grotere sequenties de enhanced
suffix array op een systeem met extreem veel RAM moet construeren. Aan
dit probleem kan echter verholpen worden indien men kiest voor een al-
goritme dat in staat is de suffix array in extern geheugen te construeren,
een algoritme zoals DC3 of quadrupling. De querytijd voor exacte matches
is beter in vergelijking met een array-gebaseerde suffix tree, maar verdere
testen op andere voorstellingen van suffix trees zouden nuttig zijn.



Hoofdstuk 5

Sequentie analyse

We beschouwen in dit hoofdstuk niet alle aspecten van sequentie analyse
maar leggen de nadruk op enkele belangrijke algoritmes om sequenties te
aligneren. Enkele van deze algoritmes worden in hoofdstuk 6 gebruikt in
systemen om homologieën te vinden tussen sequenties. We bespreken syste-
men om te illustreren hoe suffix trees en suffix arrays in de praktijk gebruikt
kunnen worden om sequenties te analyseren. De definities voor dit hoofd-
stuk komen voor een groot deel uit [MDS04].

Alignments worden in de moleculaire biologie gebruikt om homologieën tus-
sen twee sequenties op te sporen. Door sequenties te vergelijken en er ho-
mologieën in terug te vinden kan men uit één sequentie waarvan de functie
bekend is, de biochemische rol van de andere sequentie afleiden. Een andere
toepassing is om door de similarity, de maat van overeenkomst, tussen twee
sequenties te berekenen af te leiden of de beide organismen een gemeenschap-
pelijke voorouder hebben, en hoe lang geleden die voorouder heeft bestaan.
We spreken van een homologie indien volgens statistische methodes is vast-
gesteld dat twee stukken sequentie erg gelijkaardig zijn. Om te weten hoe
gelijkaardig twee sequenties zijn gebruiken we de edit distance, dit model
drukt uit hoeveel edit operaties er nodig zijn om één sequentie om te vor-
men tot een andere sequentie. Er bestaan drie soorten edit operaties: α→ ǫ
wat de verwijdering van karakter α betekent (deletion), ǫ → β wat de in-
voeging van karakter β betekent (insertion) en α → β wat wil zeggen dat
karakter α door karakter β wordt vervangen (replacement of substitution).
Verwijderingen en invoegingen worden ook wel indels genoemd, naar insert
en delete.

Definitie 5.0.1. Een alignment A van sequenties u en v is de sequentie
(α1 → β1, . . . , αh → βh) edit operaties waarbij u = α1 . . . αh en v = β1 . . . βh.

Een alignment wordt meestal voorgesteld door de twee sequenties in kwestie
boven elkaar te plaatsen en bij een indel een spatie in de juiste sequentie

94
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t g t c c t a c _

_ g t t c _ a t t

Figuur 5.1: Voorbeeld van een alignment

te voegen. Zo kan visueel worden vastgesteld op welke plaatsen de sequen-
ties het best matchen. We nemen als voorbeeld de sequenties tgtcctac en
gttcatt, die worden uitgelijnd volgens alignment A = ( t→ ǫ, g → g, t→ t,
c → t, c → c, t → ǫ, a → a, c → t, ǫ → t ). De alignment wordt visueel
voorgesteld in figuur 5.

Definitie 5.0.2. Een kost functie δ geeft aan elke edit operatie α→ β, met
α 6= β een positieve kost δ(α→ β). De kost van een edit operatie α→ α is
0. Indien δ(α → β) = δ(β → α) noemen we δ symmetrisch. De kost δ(A)
van een alignment A = (α1 → β1, . . . , αh → βh) is de som van alle kosten
van de edit operaties binnen A.

δ(A) =
h

∑

i=1

δ(αi → βi).

Definitie 5.0.3. De edit distance van u en v, edistδ(u, v) genoemd, is de
kleinste mogelijke kost van een alignment van u en v.
Kortom: edistδ(u, v) = min {δ(A) | A is een alignment van u en v}.

We kunnen de edit distance berekenen door een matrix Eδ met afmetingen
(m + 1)× (n + 1) waarin elke cel als volgt wordt gedefinieerd:

Eδ(i, j) = edistδ(u1 . . . ui, v1 . . . vj)

Het algoritme dat de edit distance berekent wordt in de bioinformatica het
dynamic programming (DP) algoritme genoemd, omdat het resultaat wordt
berekend door dynamisch programmeren. Bij dynamisch programmeren
wordt een optimale oplossing afgeleid van optimale suboplossingen, de opti-
male oplossing kan bekomen worden door suboplossingen telkens verder uit
te werken.
De tabel Eδ kan ingevuld aan de hand van volgende regels:

• Eδ[0, 0] = 0

• Eδ[i + 1, 0] = Eδ[i, 0] + δ(ui+1 → ǫ)

• Eδ[0, j + 1] = Eδ[0, j] + δ(ǫ→ vj+1)

• Eδ(i + 1, j + 1) = min







Eδ[i, j + 1] + δ(ui+1 → ǫ)
Eδ[i + 1, j] + δ(ǫ→ vj+1)
Eδ[i, j] + δ(ui+1 → vj+1)
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t g t c c t a c t g t c c t a c

g t t c a t t _ _ g t t c a t t

Figuur 5.2: Optimale alignments met edit distance 6

Per definitie geeft Eδ[m, n] de edit distance van u en v. Om de optimale
alignments te berekenen moeten we van uit entry Eδ[m, n] backtracken naar
Eδ[0, 0]. Bij het backtracken vanuit Eδ[m, n] moet voor elke Eδ[i, j] de mini-
male waarde Eδ[i

′, j′] gekozen worden zodat Eδ[i, j] = Eδ[i
′, j′] + δ(α→ β).

Indien Eδ[i, j] = Eδ[i − 1, j − 1] + δ(u[i] → v[j]) hebben we te maken met
een substitutie, als Eδ[i, j] = Eδ[i− 1, j] + δ(u[i]→ ǫ) spreken we over een
deletion, indien Eδ[i, j] = Eδ[i, j−1] + δ(ǫ→ v[j]) hebben we een insertion.
We werken de alignering van de sequenties tgtcctac en gttcatt uit, als
score-functie gebruike we +1 voor een mismatch en +2 voor een gap. Om
de edit distance te berekenen tussen u en v heeft elke match de waarde 0,
de edit distance tussen dezelfde karakters is immers nul.

t g t c c t a c
Eδ[i, j] 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 2 4 6 8 10 12 14 16
g 1 2 1 2 4 6 8 10 12 14
t 2 4 2 2 2 5 7 8 10 12
t 3 6 4 3 2 3 5 7 9 11
c 4 8 6 5 4 2 3 5 7 9
a 5 10 8 7 6 4 3 4 5 7
t 6 12 10 9 7 6 5 5 5 6
t 7 14 12 11 9 8 7 5 4 6

Tabel 5.1: Berekenen van de optimale edit-distance

Uit deze tabel kunnen we opmaken dat de minimale edit distance voor deze
score-functie 6 bedraagt. In figuur 5.2 staan de twee optimale alignments
met edit distance 6.
Het bovenstaande DP-algoritme om de edit distance te berekenen kan niet
omgaan met positieve scores bij een match, een match heeft een neutrale
score. Het Needleman-Wunsch algoritme verschilt met het vorige algoritme
in de manier waarmee het omgaat met gaps en mismatches, deze zijn bij
het Needleman-Wunsch algoritme namelijk negatief, terwijl een positieve
waarde kan gegeven worden aan een match.
Bij het Needleman-Wunsch algoritme wordt de matrix W bepaald door vol-
gende regels:

• W [0, 0] = 0

• W [i + 1, 0] = W [i, 0] + δ(ui+1 → ǫ)
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• W [0, j + 1] = W [0, j] + δ(ǫ→ vj+1)

• W (i + 1, j + 1) = max







W [i, j + 1] + δ(ui+1 → ǫ)
W [i + 1, j] + δ(ǫ→ vj+1)
W [i, j] + δ(ui+1 → vj+1)

Als we als score-functie een -2 voor een gap, een -1 voor een mismatch en
+1 voor een match gebruiken, verkrijgen we voor de sequenties tgtcctac

en gttcatt volgende matrix.

t g t c c t a c
W 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 -2 -4 -6 -8 -10 -12 -14 -16
g 1 -2 -1 -1 -3 -5 -7 -9 -11 -13
t 2 -4 -1 -2 0 -2 -4 -6 -8 -10
t 3 -6 -3 -2 -1 -1 -3 -3 -5 -7
c 4 -8 -5 -4 -3 0 0 -2 -4 -4
a 5 -10 -7 -6 -5 -2 -1 -1 -1 -3
t 6 -12 -9 -8 -5 -4 -3 0 -2 -2
t 7 -14 -11 -10 -7 -6 -5 -2 -1 -3

Tabel 5.2: Needleman-Wunsch matrix voor een globale alignment

De optimale alignments bepalen werkt zoals bij het DP-algoritme, startend
vanuit positie W[m, n] wordt voor elke positie W[i+1, j+1] nagegaan hoe de
waarde is berekend, vanuit W[i, j] (substitutie), vanuit W[i+1, j] (deletion)
of vanuit W[i, j + 1](insertion). De optimale alignments voor deze score-
functie staan in figuur 5.3

t g t c c t a c t g t c c t a c t g t c c t a c

g t t c a t t _ _ g t t c a t t g t t c a t _ t

Figuur 5.3: Optimale alignments voor het Needleman-Wunsch algoritme

5.1 Local alignment

In vorig hoofdstuk werden volledige sequenties gealigneerd, maar om relaties
tussen biologische sequenties te zoeken is het soms interessanter om alleen de
coding regions met elkaar te vergelijken. Een DNA-sequentie bevat immers
veel junk -DNA, wat sneller muteert dan DNA in een coding region. Locaal
aligneren betekent dat er in twee sequenties gezocht wordt naar alle paren
substringen die sterk op elkaar lijken, in plaats van de sequenties volledig
met elkaar te aligneren.
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A R N D C Q E G H I L K M F P S T W Y V
A 4 -1 -2 -2 0 -1 -1 0 -2 -1 -1 -1 -1 -2 -1 1 0 -3 -2 0
R -1 5 0 -2 -3 1 0 -2 0 -3 -2 2 -1 -3 -2 -1 -1 -3 -2 -3
N -2 0 6 1 -3 0 0 0 1 -3 -3 0 -2 -3 -2 1 0 -4 -2 -3
D -2 -2 1 6 -3 0 2 -1 -1 -3 -4 -1 -3 -3 -1 0 -1 -4 -3 -3
C 0 -3 -3 -3 9 -3 -4 -3 -3 -1 -1 -3 -1 -2 -3 -1 -1 -2 -2 -1
Q -1 1 0 0 -3 5 2 -2 0 -3 -2 1 0 -3 -1 0 -1 -2 -1 -2
E -1 0 0 2 -4 2 5 -2 0 -3 -3 1 -2 -3 -1 0 -1 -3 -2 -2
G 0 -2 0 -1 -3 -2 -2 6 -2 -4 -4 -2 -3 -3 -2 0 -2 -2 -3 -3
H -2 0 1 -1 -3 0 0 -2 8 -3 -3 -1 -2 -1 -2 -1 -2 -2 2 -3
I -1 -3 -3 -3 -1 -3 -3 -4 -3 4 2 -3 1 0 -3 -2 -1 -3 -1 3
L -1 -2 -3 -4 -1 -2 -3 -4 -3 2 4 -2 2 0 -3 -2 -1 -2 -1 1
K -1 2 0 -1 -3 1 1 -2 -1 -3 -2 5 -1 -3 -1 0 -1 -3 -2 -2
M -1 -1 -2 -3 -1 0 -2 -3 -2 1 2 -1 5 0 -2 -1 -1 -1 -1 1
F -2 -3 -3 -3 -2 -3 -3 -3 -1 0 0 -3 0 6 -4 -2 -2 1 3 -1
P -1 -2 -2 -1 -3 -1 -1 -2 -2 -3 -3 -1 -2 -4 7 -1 -1 -4 -3 -2
S 1 -1 1 0 -1 0 0 0 -1 -2 -2 0 -1 -2 -1 4 1 -3 -2 -2
T 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -2 -2 -1 -1 -1 -1 -2 -1 1 5 -2 -2 0
W -3 -3 -4 -4 -2 -2 -3 -2 -2 -3 -2 -3 -1 1 -4 -3 -2 11 2 -3
Y -2 -2 -2 -3 -2 -1 -2 -3 2 -1 -1 -2 -1 3 -3 -2 -2 2 7 -1
V 0 -3 -3 -3 -1 -2 -2 -3 -3 3 1 -2 1 -1 -2 -2 0 -3 -1 4

Tabel 5.3: BLOSUM62 similarity score matrix voor aminozuren

Definitie 5.1.1. Een score functie σ geeft aan elke edit operatie α→ β een
score σ(α, β) heeft waarbij gelijkaardige symbolenparen een positieve waarde
krijgen en ongelijke paren een negatieve. De score van een alignment A =
(α1 → β1, . . . , αh → βh) wordt als volgt gedefinieerd:

σ(A) =
h

∑

k=1

σ(αk → βk) + g × γ,

met g het aantal gaps in A en γ ≤ 0 de kost per gap.

Indien men de scores tussen elk symbolenpaar in een tabel opslaat spreken
we van een similarity matrix. Een voorbeeld van een similarity matrix is de
BLOSUM62 matrix om protëıneparen te vergelijken, zie tabel 5.3. Om een
volledige score functie te hebben heeft men natuurlijk ook nog scores nodig
voor invoegingen en verwijderingen. Bij het alignen van DNA-sequenties
worden dikwijls ook heel eenvoudige score functies gebruikt, bijvoorbeeld
+1 voor een match, -1 voor een mismatch en -2 voor een gap.
Biologisch gezien is komt het minder voor dat in een sequentie g gaps worden
gemaakt dan dat op één plaats een gap van g karakters ontstaat, een gap
extenden zou dus minder kostelijk moeten zijn dan een gap maken. We
kunnen definitie 5.1.1 dan ook aanpassen zodat de kost van een gap van
lengte g gelijk is aan γ1 + γ2 × (g − 1). De kost om een gap te beginnen is
dan γ1, om een gap te extenden bedraagt de kost γ2, waarbij normaal gezien
γ1 > γ2.

Definitie 5.1.2. Het locale alignment probleem bestaat erin een alignment
A te bepalen van u′ en v′ waarbij u′ en v′ substrings zijn van u en v en de
score van A maximaal is:
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σ(u, v) = max {σ(A) | A is een alignment van u′ en v′ }
Elke alignment die voldoet aan deze voorwaarde is een locale optimale align-
ment van u en v, σ(u, v) wordt de optimale local alignment score genoemd.

De brute-force oplossing zou er in bestaan voor elk paar substrings (u′, v′)
van u en v de waarde van scoreσ(u′, v′) te berekenen. Omdat er O(n2m2) pa-
ren substringen (u′, v′) bestaan waarvan de scoreσ(u′, v′) berekenen telkens
O(mn) kost, bedraagt de totale tijdscomplexiteit O(n3m3).

5.1.1 Smith-Waterman

Smith en Waterman hebben een efficiënter algoritme gepresenteerd [SW81]
dat uitgaat van de volgende observatie. Als we bij het brute-force algoritme
de score van (u′, v′) hebben kunnen we hieruit de score van (u′a, v′b) met
minimale moeite berekenen, waarbij a en b de karakters zijn in u en v volgend
op respectievelijk u′ en v′. Het idee is dus om een matrix te maken die per
entry (i, j) de score bevat van de tot dan toe optimale alignment van de
suffixen van de substrings (u′

0 . . . u′
i, v′0 . . . v′j).

We berekenen de matrix L met afmetingen (m + 1)× (n + 1) en vullen ze in
op de volgende manier:

• Indien j = 0 of i = 0 dan geldt L(i, j) = 0

• In de andere gevallen geldt

L(i, j) = max















L(i, j − 1) + σ(ǫ→ vj)
L(i− 1, j − 1) + σ(ui → vj)
L(i− 1, j) + σ(ui → ǫ)
0

In de matrix L komen dus geen negatieve waarden voor, substrings die simi-
lair zijn worden voorgesteld als groepjes positieve waarden. Om nu een locale
optimale alignment te vinden moet men op zoek gaan naar hoge waardes
L(i, j). Vervolgens moet vanaf deze waarde hetzelfde recursieve algoritme
als bij Needleman-Wunsch worden toegepast om de optimale alignment te
vinden. Bij Smith-Waterman moet men de locale alignment echter stoppen
van zodra men op een waarde L(i′, j′) = 0 komt. De tijdscomplexiteit voor
dit algoritme bedraagt eveneens O(mn), of O(n2) indien m en n ongeveer
hetzelfde is.

We illustreren het Smith-Waterman algoritme met een voorbeeld, we zoeken
local alignments tussen de sequenties tgtcctac en gctacgtc .
Uit de matrix in tabel 5.4 kunnen we twee alignments opmaken met een score
van 3 of hoger. Deze alignments worden gëıllustreerd in figuur 5.4, boven en
onder de subsequenties staat de index van de karakters in de oorspronkelijke
sequenties.
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t g t c c t a c
L[i, j] 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
c 2 0 0 0 0 1 1 0 0 2
t 3 0 1 0 1 0 0 2 0 0
a 4 0 0 0 0 0 0 0 3 1
c 5 0 0 0 0 1 1 0 1 4
g 6 0 0 1 0 0 0 0 0 2
t 7 0 1 0 2 0 0 1 0 0
c 8 0 0 0 0 3 1 0 0 1

Tabel 5.4: Smith-Waterman matrix voor een local alignment

2 3 4 5 6 7 8

g t c c t a c

g t c c t a c

6 7 8 2 3 4 5

Figuur 5.4: Locale alignments van het Smith-Waterman algoritme

5.1.2 Position Specific Scoring Matrices

Een position specific scoring matrix (PSSM) probeert de overeenkomsten
en verschillen tussen een set sequentie-patronen op een statistische manier
te omschrijven. De bedoeling is om een profiel op te stellen van sequen-
ties die eenzelfde functie hebben. Door de sequenties te aligneren en te
bepalen waar de overeenkomsten en verschillen zitten kan men in een query-
sequentie subsequenties zoeken die sterke overeenkomsten hebben met het
opgestelde profiel. De kans is groot dat de gevonden subsequenties dezelfde
functie hebben als de sequenties waarop de position specific scoring matrix
is gebaseerd.

Definitie 5.1.3. Gegeven een set S van n gealigneerde sequenties met lengte
ℓ, S1, . . . , Sℓ waarbij elke Sk bestaat uit karakters Sk0, . . . , Sk(ℓ−1), kunnen
we de position weight matrix als volgt berekenen:

PWMb,j =
n

∑

k=1

Ib(Skj)

waarbij b de karakters van het alfabet zijn (meestal basen of protëınen),
j = 1 . . . ℓ en

Ib(q) =

{

1 indien b = q
0 anders
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In deze matrix worden de absolute voorkomens van een karakter op een
bepaalde plaats weergegeven. Het is echter gebruikerlijker om de relatieve
frequentie te gebruiken in een profiel. Hiervoor moet dus elke waarde gedeeld
worden door het aantal gebruikte sequenties.
De ratio tussen de waarschijnlijkheid van een sequentie op een functionele
site en de waarschijnlijkheid in een random site is de likelihood ratio. Indien
de ratio nul is betekent dit dat de sequentie evenveel kans heeft om in een
random als een functionele site voor te komen. Bij een positieve ratio gaat
de sequentie meer voorkomen in een functionele dan een random site. Van
deze ratio kan men ook het logaritme berekenen, dan hebben we het over de
log-likelihood ratio.

Bovenstaand model gaat uit van een gelijke verdeling tussen alle basen of
protëınes, maar in de praktijk komen basen A en T veel meer voor dan C
en G. In de volgende vergelijking wordt hiermee rekening gehouden:

Mb,j = fb,j log2

fb,j

pb

waarbij pb de frequentie is van base b in het hele genoom, fb,j is de geobser-
veerde frequentie van een base b op positie j.
Deze vergelijking is een genormaliseerde log-likelihood ratio die kan gebruikt
worden om de statistische significantie van een patroon uit te drukken. Ge-
geven een sequentie van lengte ℓ kan nu de log-likelihood ratio worden uit-
gerekend door de som te nemen van alle coëfficienten uit de matrix die
overeenkomen qua karakter en positie met de sequentie. Normaal wordt dus
met een window met grootte ℓ over een sequentie geschoven en wordt van
elk window de log-likelihood ratio berekend. Indien deze waarde boven een
bepaalde threshold ligt is de kans groot dat de huidige site een biologische
verwantschap heeft met de sequenties uit het profiel.

Definitie 5.1.4. Voor een sequentie w met lengte m definiëren we

sc(w, M) =
m−1
∑

i=0

M(i, w[i])

als de match score van w ten opzichte van M .

Definitie 5.1.5. Gegeven een sequentie S van lengte n over alfabet Σ en
een score threshold th, is het PSSM searching probleem het vinden van alle
posities j ∈ [0, n−m] in S waarvoor geldt sc(S[j..j + m− 1], M) ≥ th.

Een voor de hand liggend algoritme om dit probleem op te lossen bestaat er
in om met een vester van grootte m langs de sequentie S te schuiven en voor
elke subsequentie w = S[j..j + m− 1] met j ∈ [0, n−m] de score sc(w, M)
te berekenen. De tijdscomplexiteit van dit algoritme bedraagt uiteraard
O(nm) tijd.
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Dit algoritme kan versneld worden door gebruik te maken van lookahead
scoring [WNMB00]. Bij deze techniek wordt de berekening van sc(w, M)
gestaakt wanneer het duidelijk is dat de totale score niet boven de threshold
th kan komen.

Definitie 5.1.6. De prefix score pfxscd(w, m) met lengte d wordt als volgt
gedefinieerd:

pfxscd(w, M) =

d
∑

h=0

M(h, w[h])

De maximale score die kan behaald worden in de laatste m− d− 1 posities
van de PSSM noemen we σd:

σd =
m−1
∑

h=d+1

maxh met maxd = max{M(d, a) | d ∈ Σ} en d ∈ [0, m− 1]

Indien thd = th − σd de intermediaire threshold is op positie d, is het een-
voudig aan te tonen dat sc(w, M) ≥ th impliceert dat pfxscd(w, M) ≥ thd

voor alle d ∈ [0, m − 1]. Dus wanneer sc(w, M) wordt berekend moet voor
elke d bekeken worden of de intermediaire threshold thd wordt bereikt.
Met deze methode wordt een praktische snelheidswinst geboekt, we noemen
k het gemiddelde aantal PSSM-posities per sequentie die worden berekend.
Uiteraard is k ≤ m, waardoor het algoritme in O(kn) tijd werkt. De worst-
case tijdscomplexiteit blijft O(mn).

We werken een voorbeeld uit, stel dat van de sequenties in tabel 5.5 geweten
is dat ze een gelijkaardige functie hebben. Van deze sequenties stellen we
de position weight matrix samen, zie tabel 5.6. Uit deze matrix berekenen
we de log-likelihood matrix in tabel 5.7, we gaan er van uit dat elk karakter
een even grote kans heeft om voor te komen.
We kunnen de opgestelde matrix als volgt gebruiken. We schuiven met een
window met grootte 9 over een sequentie, per window berekenen we de log-
likelihood ratio, indien deze boven de threshold van 2 beschouwen we dit als
een match. Neem bijvoorbeeld de sequentie ...ATCTgaggtgaagGAAT..., de
karakters waar het window over staan in kleine letters. We berekenen de
score van gaggtgaag gegeven het log-likelihood profiel. De berekening van
deze score zien we in tabel 5.8. De samengetelde score bedraagt 2.72, wat
hoger is dan de threshold.
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Stel dat het window over de subsequentie gcttggagt geschoven is, dan kun-
nen we na positie 4 al constateren dat de threshold 2 niet meer gehaald kan
worden, de prefix score pfxsc3(gcttggtac, 9) = −∞. De maximale score σ3

die kan behaald worden in de laatste 5 posities van de PSSM bedraagt 4.83,
wat uiteraard te weinig is om de totale score nog positief te krijgen. Dus
na het vierde karakter kan men al stoppen met de score te berekenen. De
berekening van de score in elke positie van de sequentie gcttggagt staat in
tabel 5.9.

Sequentie 1 gaggtaaac
Sequentie 2 tccgtaagt
Sequentie 3 caggttgga
Sequentie 4 acagtcagt
Sequentie 5 taggtcatt
Sequentie 6 taggtactg
Sequentie 7 atggtaact
Sequentie 8 caggtatac
Sequentie 9 tgtgtgagt
Sequentie 10 aaggtaagt

Tabel 5.5: Tien sequenties met een gelijkaardige functie

0 1 2 3 4 5 6 7 8

A 3 6 1 0 0 6 7 2 1
C 2 2 1 0 0 2 1 1 2
G 1 1 7 10 0 1 1 5 1
T 4 1 1 0 10 1 1 2 6

Tabel 5.6: De position weight matrix

0 1 2 3 4 5 6 7 8

A 0.18 0.87 -0.91 −∞ −∞ 0.87 1.02 -0.22 -0.91
C -0.22 -0.22 -0.91 −∞ −∞ -0.22 -0.91 -0.91 -0.22
G -0.91 -0.91 1.02 1.38 −∞ -0.91 -0.91 0.69 -0.91
T 0.47 -0.91 -0.91 −∞ 1.38 -0.91 -0.91 -0.22 0.87

Tabel 5.7: Het profiel als een log-likelihood matrix
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g a g g t g a a g
0 1 2 3 4 5 6 7 8

A 0.87 1.02 -0.22
C
G -0.91 1.02 1.38 -0.91 -0.91
T 1.38

Tabel 5.8: Berekening van de score van de sequentie gaggtgaag

g c t t g g a g t
0 1 2 3 4 5 6 7 8

A 1.02
C -0.22
G -0.91 −∞ -0.91 0.69
T -0.91 −∞ 0.87

Tabel 5.9: Berekening van de score van de sequentie gcttggagt



Hoofdstuk 6

Alignment Programma’s

In deze laatste sectie beschouwen we een aantal algoritmes en programma’s
om sequenties te aligneren. Eerst omschrijven we BLAST, wat één van
de meest gebruikte tools is om sequenties locaal te aligneren. Vervolgens
beschouwen we een aantal systemen die gebruik maken van een suffix tree of
suffix array. QUASAR maakt gebruik van een suffix array om snel locaties
te kunnen vinden waar een deel van de query mee overeen komt. De locatie
zelf wordt verder uitgelijnd door BLAST. De suffix sequoia is een op zichzelf
staand systeem dat door middel van een suffix tree-achtige structuur locale
alignments gaat zoeken, waarbij de kans dat alignments, die voldoen aan
een bepaalde threshold, niet opgemerkt worden zo goed als onbestaand is.
Oasis gaat eveneens sequenties locaal aligneren en gebruikt daarbij een suffix
tree, het programma geeft resultaten terug volgens hun score. MUMmmer
is dan weer een programma om volledige genomen globaal te aligneren, het
programma maakt gebruik van een suffix tree. Het laatste systeem dat
we bespreken is PSSMsearch, het programma gebruikt een enhanced suffix
array om via PSSM-scores sequenties locaal te aligneren.

6.1 BLAST

BLAST, wat staat voor basic local alignment search tool, is een program-
ma om lokale overeenkomsten te zoeken tussen een query-sequence en een
andere veel grotere databasesequentie. Het programma aligneert stukken
van de query-sequence met de databasesequentie en rangschikt de resulta-
ten volgens S-score. BLAST is bijzonder populair bij biologen omdat het
veel sneller is dan het algoritme van Smith-Waterman. Dit laatste algoritme
heeft een tijdscomplexiteit van O(mn), met m en n de lengte van respec-
tievelijk de query-sequentie en de database-sequentie. BLAST daarentegen
gebruikt een heuristiek om hoog scorende locale alignments te vinden. Hier-
door kan echter geen garantie gegeven worden dat alle alignments met een
bepaalde score worden gevonden, maar men kan de kans dat een alignment

105
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met een bepaalde score gemist wordt wel willekeurig klein maken.

6.1.1 De oorspronkelijke BLAST

Als eerste stap gaat BLAST de query-sequentie opsplitsen in woorden met
een vaste lengte w die men vervolgens probeert terug te vinden in de database-
sequentie. Als deze woord-paren een score hebben van tenminste T spreken
we van een hit of een seed. Zulk een woord-paar probeert men vervolgens
aan beide zijden uit te breiden om uit te maken of dat woord-paar deel is
van een segment pair met een score gelijk aan of groter dan S. Hoe lager de
threshold T , hoe meer kans dat er segment pairs gevonden gaan worden met
een score van ten minste S. Aan de andere kant gaat een kleine waarde voor
T ook veel meer hits produceren waardoor de uitvoertijd van het algoritme
de hoogte in schiet. Deze afweging tussen snelheid en precisie komen vaak
terug in de discussies over de verschillende BLAST-versies.

In het algemeen gaat een wetenschapper de Maximal Segment Pairs (MSP)
zoeken die een score hebben boven een bepaalde threshold S. De belang-
rijkste vraag is nu: tot welke waarde S gaan er geregeld MSP’s zijn die per
toeval zijn ontstaan in plaats van een biologische oorzaak te hebben. An-
ders gezegd, als we tussen twee puur random gegenereerde sequenties met
lengte n en m de MSP’s gaan zoeken, hoe groot is de kans dat er een MSP
gevonden wordt met een score groter dan bijvoorbeeld 100?

Er bestaat een verschil in taktiek om bij protëıne en DNA sequenties hits te
zoeken. Bij protëıne sequenties wordt een lijst gemaakt van alle woorden (w-
mers genoemd) die een score van ten minste T hebben wanneer ze worden
uitgelijnd met een woord uit de query sequentie. Als score matrix wordt
meestal de PAM120 matrix gebruikt.
Voor DNA bestaat de word-list uit alle substringen uit de query sequentie
met lengte w die wanneer ze met zichzelf worden uitgelijnd een score halen
van ten miste T . Voor DNA werd simpelweg de score +5 voor een match en
-4 voor een mismatch aangeraden. Een query sequentie met lengte n geeft
dus een lijst van n− w + 1 woorden, waarbij w meestal 12 is.
Van zodra er een lijst is gemaakt met woorden worden alle voorkomens van
deze woorden in de database-sequentie gezocht door een lineaire scan. Alle
matches worden dan maximaal verlengd en degene met een score boven S
worden als output gegeven.
Dit algoritme werkt vrij goed als we te maken zouden hebben met sequences
die uit random gegenereerde karakters bestaan. Jammer genoeg is DNA niet
random, bepaalde stukken van DNA zijn repetitief of bepaalde letters komen
veel meer voor. Hierdoor worden veel hits gegenereerd die weinig biologische
waarde hebben. De ad-hoc oplossing die in de oorspronkelijke paper werd
gebruikt is te kijken welke woorden aan een hogere frequentie voorkomen
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dan verwacht wordt in een random sequentie. Deze woorden worden dan uit
de lijst gefilterd. Er wordt ook een lijst gemaakt van repetitieve elementen,
de woorden die in deze substringen voorkomen worden eveneens verwijderd
van de lijst. Merk op dat wanneer er naast zulk een repetitieve substring
een hit is, het woord-paar wel kan worden uitgebreid tot in die repetitieve
substring [MY03].

6.1.2 Statistische betekenis van MSPs

BLAST is gebouwd op een aantal statistische formules. In 1990 publiceerde
Samuel Karlin en Stephen Altschul de paper Methods for assessing the sta-
tistical significance of molecular sequence features by using general scoring
schemes [KA90], waarin de basis voor BLAST wordt gelegd. In het kort
gaat het erom dat, gegeven een set kansen dat een symbool voorkomt en
een set scores om karakter-paren te aligneren, de theorie twee parameters
λ en K geeft om de statistische significantie van de score van een Maximal
Segment Pair (MSP) te evalueren.

In hun statistische formules worden twee veronderstellingen gemaakt over
score matrices, namelijk dat een positieve alignment score mogelijk is maar
dat de verwachte score negatief moet zijn. Dit komt overeen met een score
matrix voor het Smith-Waterman algoritme. Drie andere veronderstellingen
zijn iets minder realistisch in de biologie, namelijk dat de karakters van de
sequenties onafhankelijk ten opzichte van elkaar zijn, dat de sequenties on-
eindig lang zijn en dat er enkel substituties kunnen voorkomen (gaps zijn
dus uitgesloten). Jammer genoeg zijn de karakters van biologische sequen-
ties dikwijls afhankelijk van elkaar (bijvoorbeeld na een A komt een T meer
voor dan een G), zijn de sequenties eindig en tijdens de evolutie kunnen er
basen wegvallen of bijkomen. In het volgend hoofdstuk komen we nog terug
op gapped alignments.

Wanneer twee random gegenereerde sequenties van lengte m en n worden
vergeleken, is de waarschijnlijkheid om een segment pair te vinden met een
score die minstens S bedraag als volgt te berekenen:

1− e−E waarbij E = Kmne−λS (1)

De parameter λ dient om de gebruikte score-matrix te normaliseren, het is
een constante die het inverse van de oorspronkelijke schaleringsfactor moet
benaderen. De constante K moet de mogelijkheid in rekening brengen dat
optimale locale alignments die op een verschillende plaats in de twee sequen-
ties beginnen, toch aan elkaar relateerd kunnen zijn. Stel bijvoorbeeld dat
we een locale alginment met een hoge score hebben die begint op posities x1

en x2 van de twee sequenties. De kans is dan groot dat op de respectievelijke
posities x1 + 3 en x2 + 3 ook een alignment begint die een hoge score haalt.
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De waarde van K ligt meestal rond 0.1, zijn invloed op de statistiek van de
alignments is vrij klein.

De kans om c of meer verschillende segment pairs met een score groter dan
S te vinden wordt uitgedrukt door de volgende formule:

1− e−E
c−1
∑

i=0

Ei

i!
(2)

Dankzij formule (1) kunnen we weten wanneer een MSP toevallig matcht,
of dat er sprake is van een biologische verwantschap tussen de sequenties.
Alleen kijken naar de p-waarde van een MSP is niet genoeg, men moet
de lengte van de sequenties in rekening brengen. Stel bijvoorbeeld dat we
een MSP hebben met een p-waarde hebben van 0.001, dan lijkt het op het
eerste zicht zeer onwaarschijnlijk dat er segment pairs gevonden kunnen
worden in random sequenties. Als we echter te maken hebben met sequentie-
databases met miljarden karakters, is het statistisch zeer waarschijnlijk dat
er verschillende segment pairs gevonden gaan worden, puur door toeval.
BLAST steunt op het idee dat een segment pair een woordpaar van lengte
w bevat dat een score van tenminste T heeft. Het is interessant om te weten
hoeveel segment pairs met een bepaalde score, zulk een woordpaar bevatten.
In [AGML90] hadden de auteurs geen exacte formule om deze kans q dat een
segment pair geen woord met score ten minste T bevat, uit te drukken. Ze
vermoedden wel dat hoe langer een MSP, hoe meer onafhankelijke kansen
deze heeft om een woord met score ten minste T te bevatten. Dit impliceert
dat q exponentieel daalt als de MSP score S stijgt.

6.1.3 Gapped BLAST and PSI-BLAST

Uit de oorspronkelijke BLAST zijn verschillende programma’s gegroeid, spe-
cifiek voor protëıne (BLASTP) of DNA sequenties (BLASTN) of versies met
afwijkende heuristieken. In dit hoofdstuk bespreken we Gapped BLAST, ook
wel bekend als BLAST 2, en PSI-BLAST.

Indien men bij een alignering gaps toelaat is het duidelijk dat er meer Maxi-
mal Segment Pairs gaan gevonden worden. Hoeveel meer hangt af van de
kost om een gap te maken en dat gap te extenden, ten opzichte van de
waarden in de score matrix. Omdat gaps bij alignments zeer nuttig zijn om
homologieën tussen sequenties op te sporen schreven Altschul et Al. in 1997
een vervolgpaper over BLAST waarin ze twee nieuwe versies van BLAST
voorstelden: Gapped BLAST en PSI-BLAST [AMS+97]. PSI-BLAST is een
gëıtereerde versie van BLAST, om zwakke homologieën beter te localiseren.
Een aligment tussen twee deelsequenties is langer dan één enkel woordpaar,
het is logisch dat er binnen een locale alignment meerdere woordparen ge-
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vonden kunnen worden die op dezelfde diagonaal liggen. Met de diagonaal
tussen twee hits wordt bedoeld dat de twee woorden die beginnen op positie
x1 en x2 in de query op dezelfde positie + offset beginnen in de database
sequentie. Als we nu de twee sequenties gaan uitlijnen op een matrix zien we
twee opeenvolgende hits op dezelfde diagonaal. Dankzij deze observatie gaat
men een hit pas uitbreiden nadat er eerder binnen een afstand A een andere
niet overlappende hit gevonden is. Men noemt dit de two-hit methode.
Doordat de threshold parameter T , die gebruikt wordt om te bepalen wan-
neer er een woordpaar gevonden is, wordt verlaagd, zullen er in de eerste
fase meer hits zijn. Veel hits moeten echter niet worden uitgebreid omdat
er dikwijls geen tweede hit kan worden gevonden. Het uitbreiden van hits
neemt meer dan 90% van de executietijd van BLAST in beslag dus het aantal
uitgevoerde extensies verlagen kan een belangrijke snelheidswinst opleveren.
Naast substituties kunnen ook insertions of deletions voorkomen in een se-
quentie. Als men bij een locale alignment hiermee rekening houdt noemt
men dit een gapped alignment. Het probleem met de gewone BLAST is dat
aaneengrenzende regionen van twee sequenties worden gevonden als apar-
te MSP’s, terwijl biologisch gezien dit één aaneengesloten alignment zou
moeten zijn. Een gapped alignment is jammer genoeg een vrij tijdsinten-
sieve berekening dus gaat men pas nadat men, via de two-hit methode, een
MSP van ten minste Sg bits heeft gevonden, een gapped extention uitvoeren.

Het BLAST algoritme kan gëıtereerd worden waarbij een score matrix met
specifieke informatie over de posities van alignments, gevonden in vorige ite-
raties, gebruikt wordt. Deze methode wordt motif of profile search genoemd,
deze methode is meestal veel gevoeliger dan paarwijze vergelijkingen en kun-
nen dus meer homologiën vinden die al verder uit elkaar zijn geëvolueerd.
Deze BLAST versie wordt PSI-BLAST genoemd, of voluit Position-Specific
Iterated BLAST, en wordt gebruikt bij protëıne database searches. Voor
elke alignering tussen aminozuren en een profiel positie wordt een score ge-
definieerd, goed bewaarde sequenties (sequenties waarin weinig substituties
zijn gebeurd) hebben een hoge positieve of negatieve score, terwijl sequen-
ties die niks met elkaar te maken hebben een score dicht bij nul krijgen. De
snelheid van PSI-BLAST is per iteratie hetzelfde als gapped BLAST, maar
is zoals gezegd veel gevoeliger om sequenties te ontdekken die biologisch
gezien vrij ver uit elkaar zijn geëvolueerd.
In sommige gevallen kan men niet veel iteraties uitvoeren met PSI-BLAST
omdat een klein percentage van de queries in de lijst van matches terecht
komen terwijl ze toch geen homologiën zijn. Het profiel wordt in de vol-
gende iteraties dus niet verbeterd, wel integendeel. In [SMS+01] hebben de
onderzoekers hier een oplossing voor gevonden in de vorm van compositie-
gebaseerde statistiek. Hierbij wordt de alignment getuned volgens een spe-
cifiek profiel.
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6.2 QUASAR

In [BCF+99] wordt een nieuw database search algoritme, QUASAR ge-
noemd, gepresenteerd. QUASAR kan zelf geen alignments maken, het spoort
subsequenties op in de database die fel overeenkomen met een query sequen-
tie. In plaats van de database lineair te scannen worden deze subsequenties
opgezocht in een een suffix array. Daarna wordt BLAST gebruikt om de
aangeduide subsequenties verder te aligneren.

6.2.1 Het algoritme

QUASAR is gebaseerd op volgende observatie: als twee sequenties een edit-
distance onder een bepaalde grens hebben, kan men garanderen dat ze een
aantal korte sequenties van lengte q (q-grams genoemd) gemeenschappelijk
hebben [BCF+99]. De database wordt opgedeeld in blokken van lengte b,
terwijl de query sequentie wordt opgedeeld in blokken van lengte q. Vervol-
gens wordt er gekeken hoeveel q-grams van de query-sequentie in één blok
voorkomen. Van zodra dit aantal boven een bepaalde threshold komt is de
kans groot dat dit deeltje van de database zeer fel lijkt op de query-sequentie,
en wordt dit verder gecheckt met een alignment-algoritme. Om het zoek-
proces te versnellen wordt een array van tellers bijgehouden per blok, en een
suffix array wordt gebruikt om snel te kunnen localiseren waar de gezochte
q-grams zich bevinden in de database.
Een sequentie d ∈ D is lokaal gelijk aan S, als er ten minste één paar
(S[i . . . i + w − 1], d′) substringen bestaan met de volgende eigenschappen:

• S[i . . . i + w − 1] is een substring van S met lengte w en d′ is een
substring van d.

• De substringen d′ en S[i . . . i+w−1] hebben een edit distance van ten
hoogste k.

Als S[1 . . . w] met tenminste k verschillen eindigt op positie j in D weten we
dat ten minste t = w + 1 − (k + 1)q van de q-grams in S voorkomen in de
substring D[j − w + 1 . . . j].

6.2.2 Suffix array als index

Voor elke q-gram Q in S moet de lijst occurrences (een hitlist) in D efficiënt
worden opgesteld. Eerst wordt een suffix array SA met lengte |D| opgesteld,
waarin alle suffixen van D lexicografisch geordend zijn. Vervolgens worden
de posities van de hitlists van alle q-grams opgezocht in de suffix array
en in een hulparray van grootte |Σ|q geplaatst. Voor een gegeven q-gram
kan dan de startpositie van de hitlist in constante tijd worden opgevraagd.
Indien q van grootte zou veranderen moet de suffix array SA niet opnieuw
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worden opgebouwd, door een lineaire scan van SA kan de hulparray berekend
worden.

6.2.3 Opdelen in blocks

Om alle approximate matches te vinden tussen S en D moeten alle substrin-
gen in D die ten minste t q-grams delen met S gëıdentificeerd worden. Een
simpele benadering zou zijn om een teller bij te houden voor elke substring
van lengte w in D, en dan alle tellers te verhogen van blocks die een bepaal-
de q-gram van S bevatten. Dit kost echter zeer veel geheugen (|D| − w + 1
tellers), daarom worden er verschillende aangrenzende substrings met lengte
w samen in één block genomen waaraan slechts één teller wordt toegewezen.
Hierdoor vermindert uiteraard het gebruikte geheugen, maar stijgt het aan-
tal false positives doordat elke teller die boven threshold t ligt moet worden
onderzocht.
Omdat het zou kunnen dat q-grams van S over twee naburige blocks ver-
spreid worden, waardoor de twee tellers allebei onder t blijven, wordt er
een tweede block decompositie uitgevoerd die over de lengte van een halve
block naar rechts is geschoven. Het opdelen van de database D in blocks
van lengte b ziet er dan uit zoals in figuur 6.1.

Figuur 6.1: Opdeling van de database in overlappende blocks van grootte b

6.2.4 Alignment

Tot nog toe hebben we enkel de approximate matches voor een window van
grootte w gezocht, om de matches van een volgend window S[2 . . . w + 1] te
vinden moeten we slechts twee q-grams beschouwen. De q-gram S[1 . . . q]
mag niet meer meetellen, maar de nieuwe q-gram S[w + 2− q . . . w + 1] wel.
Daarom wordt de teller van alle blocks die S[1 . . . q] bevatten verlaagd en de
blocks die q-gram S[w + 2− q . . . w + 1] bevatten verhoogd.
Indien de teller van een block de threshold al bereikt heeft, wordt dat block
buiten beschouwing gelaten. Per verschuiving van het window moeten dus
slechts twee q-grams in rekening worden gebracht.
Nadat de lijst met blocks die potentiële hits bevatten is opgesteld, wordt
BLAST gebruikt om deze blocks te scannen en matching regions te aligneren.
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6.2.5 Resultaten

Door de makers van de paper is QUASAR onderzocht met volgende settings:
een window lengte van w = 50, q-grams met lengte 11 en een threshold t
die garandeert alle windows te vinden met een edit distance van maximum
3. Ze vergeleken QUASAR-BLAST, waarbij BLAST dus enkel de database-
secties kreeg die aangewezen waren door QUASAR, met BLAST, die de
hele sequentie scant. De BLAST-versie waarmee de onderzoekers werken
was NCBI BLAST 2.0.3.
Bij het vergelijken van de sensitivity zou men in het ideale geval E-values
vergelijken. QUASAR-BLAST en BLAST kunnen jammer genoeg niet hier-
op vergeleken worden omdat hun database-grootte verschilt. Men bekijkt
daarom per E-value hoeveel alignments gevonden worden door BLAST maar
niet door QUASAR-BLAST. Gegeven bovenstaande settings kwam men uit
op een E-value van 10−5, wat klein genoeg is om ook homologieën te vinden
tussen genomen die al ver uit elkaar zijn geëvolueerd.
Qua performance bleek QUASAR 30 keer sneller te werken dan BLAST,
ook al werd er verwacht dat repeats de werking van het algoritme fel zou
kunnen vertragen. Proeven op muis-genoom heeft echter aangetoond dat dit
slechts weinig effect heeft op de snelheid. Een muis-genoom heeft veel meer
repeats en low-complexity regions dan bijvoorbeeld een bacterieel genoom.
Herhalingen kunnen gemakkelijk dit soort algoritme vertragen omdat er voor
bepaalde q-grams een enorme hit-lijst bestaat waardoor er veel meer false
positives onderzocht worden.
Een nadeel van het algoritme is de tijd die nodig is om de suffix array te
berekenen, samen met de plaats die deze inneemt in het geheugen of op de
harde schijf. Indien er slechts zeer weinig queries worden uitgevoerd op een
bepaald genoom kan het nuttiger zijn om het telkens lineair te scannen in
plaats van een grote index bij te houden die weinig wordt gebruikt.

6.3 De suffix sequoia

Approximate string matching wordt door twee types algortimen aangepakt:
exhaustieve algoritmes zoals Smith-Waterman wat we hebben besproken in
hoofdstuk 5.1.1 en heuristieken waaronder BLAST, zie hoofdstuk 6.1. De
suffix sequoia [Hun03] is bedoeld voor full-sensitivity searching, zoals het
Smith-Waterman algoritme, maar dan via een sequentie-database.
De sequentie wordt gëındexeerd via een aangepaste datastructuur die alle
suffixen sorteert op de d eerste karakters. Voor elke window van de query
sequentie wordt een similarity matrix opgesteld met alle mogelijke subse-
quenties van lengte d. De posities van de subsequenties die een minimale
score behalen worden vervolgens uit de index opgevraagd en gealigneerd met
de query-sequentie. Door gebruik te maken van de index is een volledige scan
van de database-sequentie niet nodig.
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6.3.1 De datastructuur

De suffix sequoia is een afgeleide van de suffix tree, waarbij de tree afgekort
wordt tot een bepaalde string diepte d. Deze structuur bestaat uit een bit-
map en een array van posities. De bitmap geeft weer of een gegeven korte
substring al dan niet aanwezig is in de tekst. Een cel in de array van posi-
ties (PositionArray) duidt aan waar de suffixen, die een gemeenschappelijke
prefix van lengte d hebben, zich bevinden in de sequentie.
Om de index te creëren wordt een window van size d over de sequentie
geschoven. Dus de sequentie S met lengte n heeft n− d + 1 vensters van de
vorm winj = sj ...sj+d. De windows worden lexicographisch gesorteerd door
de PositionArray te updaten. Deze heeft een grootte van gd, één voor elke
window code:

code(winj) =
d−1
∑

k=0

sk+jg
d−k−1

In de bitmap wordt dan de overeenkomstige window-code op true gezet:

bitMap[code(winj)] = true

De PositionArray bevat dan op elke locatie PositionArray [code(winj)] een
lijst van alle posities van vensters met die tekst.

Figuur 6.2: De suffix sequoia

6.3.2 Het algoritme

Het algoritme werkt in drie stappen. Eerst wordt de query gescand met een
window dat dezelfde grootte heeft als de index-diepte. Elk window wordt
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gealigneerd met alle subsequenties in de index, indien de score boven de
threshold komt wordt de overeenkomstige window-code bijgehouden. Per
window van de query kunnen dus meerdere verwijzingen naar window-codes
worden bewaard. Het tweede deel van het algoritme kijkt voor elke window-
code na of de bitmap op true is gezet voor die bepaalde code. Indien ja
worden de overeenkomstige posities in de sequentie opgevraagd. In de derde
stap wordt voor elk van de bekomen posities de alignment opgesteld.
Het algoritme zoekt dus niet alleen exacte matches. Gegeven een stuk van
de query waarvan de windowgrootte even groot is als de diepte van de index,
wordt de volledige sequentie gescand en wordt van elke substring in de index
uitgelijnd met het stukje query. In deze stap wordt niet eens gekeken of de
substring effectief voorkomt in de sequentie.
Omdat de opeenvolgende subsequenties in de index lexicografisch zijn ge-
rangschikt moeten de opeenvolgende matrices niet from scratch worden op-
gebouwd. Telkens als er een letter verandert tussen twee subsequenties moe-
ten de waarden in de similarity matrix van dat punt opnieuw worden be-
rekend. Dus als enkel het laatste karakter verandert moet alleen de laatste
kolom worden herberekend. Dit wordt verduidelijkt in figuur 6.3, de grijze
gebieden zijn waardes die berekend moeten worden.

Figuur 6.3: Berekenen van de scores

We zijn enkel gëınteresseerd in similarity matrices waarin een vaste mini-
male score wordt bereikt, van deze uitlijningen worden de overeenkomstige
window-codes bijgehouden. Het is echter mogelijk dat bij een lage minimale
score er teveel window-codes worden gereturned, waardoor een te groot deel
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van de database moet worden gealigneerd. Als we bijvoorbeeld als minimale
score 3 hebben en we zoeken matches voor het query window GTCAG. Stel
dat het matchen van een G met een G +3 geeft, dan moeten alle window-
codes die beginnen met een G worden gereturned. Om zulke problemen op
te lossen wordt een parameter maxCodes ingesteld, deze duidt aan hoeveel
window-codes er maximaal worden opgeroepen voor elk query window.
Algemeen genomen is er, voor een alfabet Σ van grootte g en window size
(index diepte) d, een maximum aantal berekeningen mogelijk om de simila-
rity matrices op te bouwen:

g + g2 + ... + gd =
g(gd − 1)

g − 1

Zoals bij QUASAR, wat we in hoofdstuk 6.2 hebben besproken, gebeurt
de eigenlijke aligning door een ander programma. Nadat een set posities
is berekend wordt BLAT [Ken02] gebruikt om de eigenlijke aligneringen te
maken.
De tijd die nodig is om de index aan te maken komt overeen met de lengte
van de te indexeren sequentie, namelijk O(n). De space complexiteit, O(n+
gd), hangt af van windowgrootte, de grootte van het alfabet en uiteraard
de lengte van de sequentie. De grootste plaats wordt ingenomen door de
PositionArray, die lijsten van integers bevat.

6.3.3 Resultaten

Het programma kan garanderen dat geen enkele substring die op een vastge-
legde edit distance ligt van een deel van de query, onopgemerkt voorbij gaat.
Dit in tegenstelling tot BLAST, dat een heuristiek gebruikt. Afhankelijk van
de versie kan BLAST enkel substringen vinden die ten minste een bepaald
aantal opeenvolgende karakters gemeenschappelijk hebben, deze sequenties
worden gezocht door met een window over de query sequentie te schuiven
en de stukjes query te vergelijken met de database-sequentie. Bij protëıne
wordt een window met grootte 3 gebruikt, per window worden een aantal
gelijkaardige subsequenties gegenereerd binnen een bepaalde edit-distance
waarna er naar matches wordt gezocht. Het aantal gelijkaardige subsequen-
ties wordt echter beperkt.
Over de suffix sequoia wordt een full-sensitivity search uitgevoerd, verge-
lijkbaar met het Smith-Waterman algoritme. Men heeft een aantal queries
ingevoerd in BLAST en de suffix sequoia, en kwam op dezelfde grootorde van
snelheden uit. Veel hangt uiteraard af van de instellingen van de parameters
maxCodes en de minimale score.
Uit de resultaten valt moeilijk af te leiden hoe dikwijls de maxCodes-waarde
gehaald werd bij een query, maar het valt wel op dat een te lage waarde een
felle vermindering geeft in het aantal matches.
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Om het algoritme te versnellen wordt nagekeken of in de sequentie bepaalde
repeats frequent voorkomen. Deze repeats hebben als effect dat bepaalde
window-codes enorm veel gaan voorkomen, wat veel vertraging geeft bij het
alignen van al deze posities. Veel voorkomende windows kunnen daarom
gemaskeerd worden met een aanduiding in de bitmap. Hierdoor kan echter
niet meer gegarandeerd worden dat alle alignments met een score die hoger
is dan de minimale score, gevonden worden.
Daarnaast kan het opbouwen van de alignments per window versneld wor-
den door toch te kijken of de overeenkomstige code voorkomt in de bitmap.
Indien niet kan het interessant zijn om een aantal alignments die toch niet
voorkomen over te slaan. Zoals al eerder aangetoond kunnen deze align-
ments in de volgende stappen dikwijls worden herbruikt, maar als het eerste
karakter verandert moet de hele alignment toch opnieuw gebeuren. Indien
vanaf de huidige alignment tot aan de code waarin het eerste karakter ver-
andert, er geen overeenkomstige substrings in de sequentie voorkomen kan
men de alignment van deze codes overslaan.

6.4 OASIS

OASIS, voluit An Online and Accurate Technique for Local-alignment Sear-
ches on Biological Sequences [MPK03], is bedoeld om accuraat en effi-
ciënt local-alignment searches te evalueren. Het programma gebruikt een
best-first A* algoritme, om zo de beste locale alignments als eerste te vin-
den. Daarom wordt het programma online genoemd, het begint output
te genereren ook al zijn nog niet alle matches gevonden. Dit in contrast
met BLAST en Smith-Waterman, zij moeten eerst de volledige query en
database-sequentie hebben geëvalueerd alvorens ze output genereren.
Voordat OASIS een query kan berekenen moet eerst de suffix tree van de
sequentie database worden gemaakt. Op basis van die suffix tree gaan er
bepaalde stukken sequentie gealigneerd worden via het Smith-Waterman
algoritme. Naast de suffix tree en de query moeten ook nog een score functie
en een minimum alignment score als input worden gegeven. OASIS genereert
nu search-nodes, gedeeltelijke alignments tussen de query en delen van de
sequentie database. Elke search-node komt precies overeen met een node
uit de suffix tree, de gedeeltelijke alignment komt overeen met het path van
de root naar die node uit de suffix tree (path). De search-nodes worden
gesorteerd in een priority queue (PQ), hoe hoger de maximale score die
mogelijk is bij het aligneren van de rest van de query hoe hoger in de PQ.
Bij elke stap van het algoritme wordt de bovenste search-node genomen,
waarna de kinderen van de overeenkomstige suffix tree node verder worden
onderzocht.
De belangrijkste velden van een search-node zijn de volgende:

• de pointer sp naar een node in de suffix tree
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• een vector Z = [z0 z1 ... zm], met zi de score van de sterkste alignment
tussen de sequenties path(sp) en elke subsequentie van Q die eindigt
in qi. Deze vector komt ruwweg overeen met een kolom van de Smith-
Waterman matrix.

• de maximum score gevonden op path(sp)

• de hoogst mogelijke score f die gevonden kan worden als deze node
verder wordt onderzocht

• een tag die aanduidt of de sterkste alignment gevonden is en boven de
threshold ligt, of dat er een sterkere alignment mogelijk is dan die tot
nu toe gevonden is en boven de threshold kan liggen, of dat er geen
enkele alignment kan gevonden worden hoger dan de threshold

De expand functie is de belangrijkste functie van OASIS, de beste search-
node wordt uitgebreid met de kinderen van zijn overeenkomstige suffix tree
node. Voor elk van die kinderen moet een alignment berekend worden.
Omdat Smith-Waterman inductief werkt is slechts de laatste kolom van de
vorige alignment nodig, de Z-vector van de search-node. Van zodra de
alignment is uitgevoerd kunnen bepaalde search-nodes worden gepruned,
ofwel omdat de maximum haalbare score onder de threshold blijft, of omdat
de alignment samenvalt met een hoger scorende alignment.
Het algoritme gebruik een suffix tree die bewaard wordt op de harde schijf.
Omdat sequenties opzoeken in een suffix tree veel random disk accesses tot
gevolg heeft wordt de suffix tree zo opgeslagen dat siblings zo veel mogelijk
aaneengesloten worden bewaard. Dit is voordelig omdat OASIS alle kinderen
van een node tegelijkertijd gaat uitwerken. Een suffix tree wordt voorgesteld
door de sequentie zelf, een array voor de interne nodes en één voor de leaf
nodes. De sequentie en de interne nodes worden opgedeeld in stukken die
precies passen in één disk block, deze blokken worden sequentieel op de
harde schijf geschreven. Interne nodes worden opgeslagen per niveau. Om
plaats te sparen worden de leaf nodes zo georganiseerd dat hun positie in
de array verwijst naar de overeenkomstige positie in de sequentie. Elke leaf
node komt immers overeen met één bepaalde suffix.

6.5 Mummer

Mummer is een systeem om volledige genomen uit te lijnen. Waar de mees-
te systemen zoals BLAST op zoek gaan naar invoegingen, verwijderingen
of substituties gaat dit systeem er van uit dat de sequenties niet veel van
elkaar verschillen. Mummer aligneert twee genomen die vrij homoloog zijn,
genomen die grote stukken subsequenties nog gemeenschappelijk hebben.
Mummer gaat op zoek naar de verschillen tussen genomen, zoals (tandem)
repeats, reversals, grote invoegingen en single nucleotide polymorphisms
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(SNP’s). Deze laatste term duidt op sequenties die in beide genomen voor-
komen en slechts in één nucleotide van elkaar verschillen. Repeats zijn sub-
sequenties in een DNA-sequentie die een aantal keer worden herhaald, indien
de subsequenties vlak na elkaar worden herhaald spreken we over een tandem
repeat. Tandem repeats en grote reversals of insertions worden niet ontdekt
indien gen per gen wordt gealigneerd, enkel bij een volledige alignment van
de genomen komen deze fenomenen aan de oppervlakte. In sectie 6.5.3 gaan
we dieper in op deze begrippen.
De eerste versie van Mummer is geschreven in 1999 [DKF+99], de output
van het systeem bestaat uit een alignment van de input sequenties, waarin
de exacte verschillen tussen de genomen worden benadrukt. Het systeem
bestaat uit de combinatie van drie ideeën: MUM’s zoeken via suffix trees,
de longest increasing subsequence (LIS) en Smith-Waterman alignering. De
basis van het algoritme is een suffix tree, deze datastructuur laat toe op op
een snelle manier alle subsequenties te vinden die in beide genomen voorko-
men.

6.5.1 MUM’s zoeken via suffix trees

De alignment wordt in verschillende stappen uitgevoerd, allereerst worden
MUM’s gezocht. Een MUM, wat maximale unieke match betekent, is een
subsequentie die precies éénmaal in elk van de twee genomen voorkomt en
maximaal is. De theorie is dat indien twee gerelateerde sequenties dezelfde
lange subsequentie bevatten, deze subsequentie zo goed als zeker deel uit
maakt van de globale alignment. Dus rond deze MUM-alignments wordt de
global alignments opgebouwd.
Het probleem van het vinden van een set maximaal uniek matchende sub-
strings in twee lange sequenties is niet triviaal. Om dit probleem op te lossen
wordt in Mummer een suffix tree gebruikt. Eerst wordt de suffix tree van
het eerste genoom gemaakt, waaraan de suffixen van het tweede genoom
worden toegevoegd. Elke leaf node in de suffix tree krijgt een label dat
aanduidt tot welk genoom de overeenkomstige suffix behoort. Het is gemak-
kelijk in te zien dat elke uniek matchende sequentie voorgesteld wordt door
een interne node met precies twee leaf-nodes die elk een ander label hebben.
Uit deze matchende sequenties moeten uiteraard de maximale matchende
sequenties worden geselecteerd. Men kan eenvoudig vaststellen of twee mat-
chende sequenties maximaal zijn door de twee karakters die vlak voor de
sequenties liggen te vergelijken. Indien ze gelijk zijn is het geen maximaal
matchende sequentie. Een belangrijke parameter bij dit proces is de lengte
van de kortste MUM die door het systeem wordt aanvaardt. Deze waarde
mag uiteraard niet te klein zijn, om random matches te vermijden.
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6.5.2 Longest Increasing Subsequence

Tijdens de evolutie van genomen kunnen transposities en reversals van deel-
sequenties plaatsvinden zodat de MUM’s niet meer in dezelfde volgorde gaan
gevonden worden. De MUM’s worden gesorteerd en de langste set van mat-
ches die in de zelfde volgorde in beide genomen voorkomt wordt bewaard.
Deze set wordt gevonden dankzij het LIS-algoritme [Gus97]. Vanuit deze
set wordt een geordende MUM-alignment gemaakt, zodat de alignment van
links naar rechts gescand kan worden.

6.5.3 Sluiten van de gaps

De laatste stap is het sluiten van de gaps tussen de MUM-alignments door
lokale inserts, repeats, gemuteerde stukken, tandem repeats en SNP’s te
indentificeren. Mummer beschouwt vier verschillende klassen interruptions:
SNP’s, insertions, polymorphic regions en repeats.
Single nucleotide polymorphisms (SNP’s) zijn in de meeste gevallen gemak-
kelijk te vinden, meestal zijn ze ingesloten tussen twee maximaal uniek mat-
chende subsequenties. Soms zit een SNP echter vlak naast een repeat, dit
geval moet worden ontdekt door de procedure om repeats te evalueren.
Er zijn twee verschillende soorten insertions, namelijk transposities en ge-
wone insertions. Transposities zijn subsequenties die van plaats zijn veran-
derd, zij worden door de MUM-alignment apart behandeld omdat ze niet
meer in de globale alignment passen. Gewone insertions zijn subsequenties
die slechts in één van de genomen voorkomen, zij worden niet beschouwd in
de globale alignment.
Gaps in de MUM-alignment kunnen ook veroorzaakt zijn door sequenties
die een groot aantal verschillen vertonen, maar toch nog gealigneerd kunnen
worden in de globale alignment. Deze polymorphic regions kunnen op twee
verschillende manieren worden gealingneerd, indien de subsequentie vrij kort
is kan Smith-Waterman worden toegepast. Voor vrij lange polymorphic
regions kan de matching procedure recursief worden toegepast, eventueel
met een kleinere minimum MUM lengte.
Repeat sequenties tellen niet mee in de globale MUM-alignment omdat deze
enkel de sequenties omvat die precies éénmaal voorkomen in elk genoom.

6.5.4 Mummer 2.0

Ook in de tweede versie van Mummer [DPCS02] worden suffix trees gebruikt,
maar in tegenstelling tot de eerste versie worden enkel de suffixen van één
genoom door een suffix tree gëındexeerd. Het tweede genoom wordt langs de
suffix tree gestreamd, er wordt gesimuleerd dat de suffixen van het tweede
genoom worden toegevoegd zonder ze echt toe te voegen.
Omdat er de helft minder suffixen in de suffix tree worden toegevoegd, wordt
er uiteraard minder geheugen gebruikt en gaat het algoritme sneller werken.
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Om een volgende match te vinden worden suffix links gebruikt, vanuit een
node waar een suffix i + 1 niet verder gematcht kan worden volgen we de
suffix link om vanuit die node de volgende suffix i te matchen. Als men
vanuit een node waarvan het path overeen komt met de prefix van suffix
i + 1 de suffix link volgt komt men in een node die als path de prefix van
suffix i heeft. Dit betekent dus dat de karakters van de prefix niet meer
moeten vergeleken worden met de labels van de suffix tree.
Daarnaast wordt de suffix tree op een andere manier opgeslagen door de
methode van Kurtz [AKO04] te gebruiken. Deze methode is reeds aan bod
gekomen in hoofdstuk 2.6.2. De hoeveelheid geheugen wordt hierdoor be-
perkt tot gemiddeld 20 bytes per base-pair.
De tweede versie van Mummer gaat niet meer proberen één globale align-
ment te maken, er worden verschillende matches geclusterd waartussen een
consistent path wordt gezocht. De oorspronkelijke versie van Mummer ging
er van uit dat genomen niet al te fel van elkaar verschillen. Bij soorten die een
verre verwantschap vertonen kunnen echter grote stukken van het genoom
van plaats worden verwisseld, zodat het niet veel zin heeft om een langste
gemeenschappelijk path van MUM’s te zoeken. Het clustering gebeurt door
matchende paren te zoeken die voldoende dicht bij elkaar liggen en op on-
geveer dezelfde diagonaal liggen in een alignment matrix. Per cluster wordt
dan een alignment uitgevoerd.

6.5.5 Mummer 3.0

De vorige twee versies van Mummer steunden op maximaal unieke matches
(MUM’s) om de sequenties te aligneren. MUM’s komen in de twee genomen
exact één maal voor. In sommige gevallen zal Mummer echter niet alle mat-
ches voor een repetitieve subsequentie vinden. Indien bijvoorbeeld één van
de twee genomen een extra kopie heeft van een subsequentie is het moge-
lijk dat het tweede voorkomen van de subsequentie niet wordt opgemerkt.
Om dit probleem op te lossen gaat Mummer 3.0 alle maximale matches,
waaronder de niet-unieke, opsporen.
Approximate matches worden efficiënter opgespoord in Mummer 3.0 door
gebruik te maken van twee packages: Nucmer en Promer. Deze beide pack-
ages kunnen een serie local alignments maken. Het verschil tussen de twee
programma’s is dat Nucmer nucleotide-alignments maakt tussen twee sets
DNA sequenties, terwijl Promer aminozuur-alignments maakt. Promer ver-
taalt eerst beide sequenties in zes frames, zoekt matches in de aminozuur
sequenties en mapt die matches terug naar het DNA-alfabet. Op die manier
is er een grotere kans dat men de meest waarschijnlijke alignment vindt.



HOOFDSTUK 6. ALIGNMENT PROGRAMMA’S 121

6.5.6 Andere methoden

Er bestaan nog verschillende andere methoden om genomen in hun geheel
met elkaar te aligneren, waaronder SSAHA, AVID, MGA, BLASTZ en LAG-
AN. De meeste van deze programma’s werken met ankers, maximale matches
met een lengte langer dan l. Eerst worden alle matches met een vaste lengte
k ≤ l gegenereerd via hashing. Deze matches noemt men k-mers. Elk van
deze k-mers wordt verlengd om te zien of er een maximale exacte match is
met een lengte van ten minste l. Het verlengen van de matches gebeurt base
per base, dus de tijd die nodig is voor de vergelijkingen hangt niet enkel af
van het aantal ankers, maar ook van hun lengte. De grote meerderheid van
deze k-mers worden verlengd tot maximale matches met minimum lengte
l. Mummer gebruikt echter suffix trees in plaats van hashing technieken,
zoals we in sectie 6.5.1 al hebben beschreven. Door suffix trees en suffix
links verstandig te gebruiken hangt de runtime niet af van de lengte van de
maximale matches.

6.6 PossumSearch

In een suffix tree kan men alle subsequenties van S met een vaste lengte m een
score geven via een position specific scoring matrix (PSSM) door de suffix
tree in depth-first orde te doorlopen. We hebben PSSM’s reeds beschreven
in hoofdstuk 5.1.2. We herhalen nog even dat M een PSSM is met lengte m,
sc(w, M) de match score is van w ten opzichte van M en dat pfxscd(w, M)
de prefix score is met diepte d. Door lookahead scoring kunnen bepaalde
subtrees overgeslagen worden omdat de prefix van die subsequenties niet
boven de intermediaire threshold komt. Indien men in een node zit waar de
score van het path onder de intermediaire threshold zit, moet men de rest
van die subtree niet meer bekijken en kan men het path van de volgende
sibling gaan bekijken. Indien een node geen sibling heeft moet men de
sibling evalueren van de eerste ouder met sibling.
In hoofdstuk 4 hebben we uitgelegd hoe de enhanced suffix array werkt,
in [Bec04] wordt aangetoond dat deze ook kan gebruikt worden om PSSM-
scores te bepalen. De enhanced suffix array bestaat uit een aantal tabellen,
waaronder de eigenlijke suffix array SA en de lcp-tabel. Om lookahead
scoring toe te laten moeten er soms stukken van de suffix array worden
overgeslagen, dit wordt via de skp-tabel gesimuleerd.
De tabel skp heeft een grootte van n,

skp[i] = min({n + 1} ∪ {j ∈ [i + 1, n] | lcp[i] > lcp[j]}).

Met andere woorden, skp[i] duidt op het lexicografische volgende blad dat
niet voorkomt in de subtree onder de huidige branching node. De branching
node heeft als path de langste gemeenschappelijke prefix van SSA[i−1] en
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SSA[i]. Deze array kan bij de enhanced suffix tree worden gevoegd door ze
in O(n) tijd te berekenen uit de suffix array SA en lcp-tabel.

We geven nu het ESA search-algoritme om PSSM scores te bepalen aan de
hand van een enhanced suffix array. Het algoritme probeert dubbele be-
rekeningen zoveel mogelijk te vermijden door te steunen op de lcp-tabel.
Intermediaire waarden pfxscd(w, M) gelden immers voor alle substrings w
die dezelfde prefix hebben met lengte d. Naast intermediare waarden her-
bruiken gaat het algoritme bij een mismatch ook op zoek naar de volgende
suffix die wel een PSSM-score kan hebben die boven de threshold uitkomt.
Voor i ∈ [0, n] noem de suffix vi = SSA[i], li = min{m, |vi|} − 1 en

di = max({−1} ∪ {d ∈ [0, li] | pfxscd(vi, M) ≥ thd}).

We weten dat di = m − 1 ⇔ pfxscm−1(vi, M) ≥ thm−1 ⇔ sc(vi, M) ≥ th.
Dus enkel indien di = m − 1 matcht M op positie j = SA[i]. Om het
PSSM search probleem op te lossen moeten we di = m− 1 bepalen voor alle
i ∈ [0, n].
We berekenen di via de array Ci[d] := pfsxcd(vi, M) voor elke d ∈ [0, di].
We beginnen met d0 en C0 te berekenen, wat in O(m) tijd kan. We gaan er
van uit dat we di−1 en Ci−1[d] hebben berekend voor d ∈ [0, di−1]. Omdat
vi−1 en vi een gemeenschappelijke prefix hebben van lengte lcp[i], kunnen
we hieruit afleiden dat Ci[d] = Ci−1[d] voor elke d ∈ [0, lcp[i] − 1]. We
onderscheiden tijdens de constructie twee gevallen:

• Indien di−1 + 1 ≥ lcp[i] moeten we Ci[d] berekenen voor d ≥ lcp[i]
terwijl d ≤ li en Ci[d] ≥ thd. Dus di = d.

• Indien di−1+1 < lcp[i] laat j het minimum zijn van de range [i+1, n+
1] zodat alle suffixen vi, vi+1, . . . , vj−1 een gemeenschappelijke prefix
hebben met vi−1 die lengte di−1 + 1 heeft. Hieruit concluderen we
dus dat pfxscd(vi−1, M) = pfxscd(vr, M) voor alle d ∈ [0, di−1 + 1] en
r ∈ [i, j−1]. Dus di−1 = dr. Indien di−1 = m−1 zijn er PSSM matches
op alle posities SA[r], met r ∈ [i, j − 1]. Indien echter di−1 < m − 1
betekent dit dat er geen PSSM matches zijn op deze posities. Dus
kunnen we doorgaan met positie j, die we verkrijgen door een keten
van waarden uit de tabel skp te volgen, j0 = i, j1 = skp[j0], . . . , jk =
skp[jk−1] zodat di−1+1 < lcp[j1], . . . , di−1+1 < lcp[jk−1] en di−1+1 ≥
lcp[jk]. Dus j = jk.

6.6.1 Resultaten

In de experimenten wordt het ESA search algoritme vergeleken met de me-
thode van [DNM00]. Deze methode maakt gebruik van een suffix tree waar-
door er 17n bytes geheugen gebruikt worden. Het ESA search algoritme
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werkt slechts met een aantal van de tabellen van de enhanced suffix array,
namelijk de suffix array, de Burrows-Wheeler transformation array (bwt-
tab) en de tabel met langste gemeenschappelijke prefixen (lcptab), zodat er
slechts 9n bytes nodig zijn.
De snelheidswinst die geboekt wordt, een factor 1.5 tot 1.8 volgens de re-
sultaten van [Bec04], schrijft men toe aan het feit dat de enhanced suffix
array een beter locality of memory reference heeft dan de suffix tree. Maar
ook door het gebruik van de skp tabel kunnen er significante stukken van
de suffix array worden overgeslagen, zodat het algoritme in sublineaire tijd
over de lengte van de sequentie werkt.



Hoofdstuk 7

Conclusie

We hebben in deze thesis eerst een aantal algoritmes besproken om suffix
trees te construeren. Een suffix tree indexeert alle suffixen van een sequen-
tie, zijn belangrijkste eigenschap is het vermogen om bestaansqueries te
beantwoorden in lineaire tijd over de lengte van de query. Allereerst hebben
we enkele constructiealgoritmes besproken, waaronder het lineaire algoritme
van Ukkonen. Omdat de meeste voorstellingen van suffix trees bijzonder veel
geheugen innemen heeft hebben we enkele methodes gezien om de grootte
van een suffix tree in het geheugen zo klein mogelijk te maken. De beste
oplossing die we hebben gevonden is het wotdeager algoritme van Kurtz,
dat een suffix tree kan construeren die slechts 12n bytes inneemt.
Vervolgens hebben we twee systemen besproken die in staat zouden moeten
zijn om van volledige genomen de suffix tree op te stellen, TDD van Patel
et Al. en TOP-Q van Haritsa en Bedathur. TDD is gebaseerd op het wot-
deager algoritme van Kurtz, TOP-Q op het lineaire algoritme van Ukkonen.
Door het testen van beide systemen zijn we tot de vaststelling gekomen dat
TOP-Q ongeschikt is om in extern geheugen de suffix tree te construeren.
TDD was in de testen tot vijf keer sneller dan TOP-Q maar kon door een
programmeerfout geen sequenties verwerken van meer dan 50 miljoen karak-
ters. Toch kunnen we uit de resultaten concluderen dat het lineaire algoritme
trager werkt dan TDD dat een worst-case tijdscomplexiteit van O(n2) heeft.

Een alternatief voor de suffix tree is de suffix array, deze indexstructuur
heeft exact 4n bytes nodig maar heeft als nadeel dat bestaansqueries een
factor log n trager zijn dan bij suffix trees. We hebben eerst enkele algo-
ritmes, zoals doubling en discarding, besproken die een suffix array kunnen
construeren. De snelheid van deze algoritmes hangt in grote mate af van
het gebruikte sorteeralgoritme. Later hebben we een lineair algoritme be-
sproken, het difference cover 3 algoritme, dat we hebben veralgemeend naar
andere difference covers. We hebben een pipelined versie van doubling, dis-
carding en DC3 getest, waarvan de verrassende uitkomst was dat doubling
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iets sneller was dan DC3. Discarding zette het slechtste resultaat neer, ter-
wijl het in principe een verbetering is van het doubling algoritme.

Daarna hebben we heel wat aandacht besteed aan de enhanced suffix array,
een datastructuur die een brug vormt tussen de suffix array en de suffix tree.
Een enhanced suffix array is een indexstructuur gebaseerd op een suffix array
aangevuld met een aantal extra tabellen. Hiermee kan men het bottom-up
en top-down doorlopen van de suffix tree simuleren alsook het volgen van
suffix links. We hebben aangetoond dat door deze eigenschappen elk al-
goritme dat gebruik maakt van een suffix tree, deze kan vervangen worden
door een enhanced suffix array. Uit testen is gebleken dat de grootte van de
enhanced suffix array voor de meeste algoritmes kleiner is dan de grootte
van de overeenkomstige suffix tree. Qua snelheid in het beantwoorden van
bestaansqueries hebben we gunstige resultaten opgetekend, vergeleken met
de array-gebaseerde suffix tree.

We hebben enkele begrippen overlopen om sequenties te aligneren, zoals het
Smith-Waterman en Needleman-Wunsch algoritme. We hebben eveneens
het begrip position specific scoring matrix besproken. Tot slot hebben we
enkele systemen overlopen om zowel locale als globale aligneringen te be-
rekenen, die steunen op een suffix tree of suffix array. De systemen voor
locale alignments hebben we vergeleken met twee standaard-algoritmes in
de bioinformatica: BLAST en het Smith-Waterman algoritme.
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