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ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0.
�
�

' ���� ��,���� � ��	
�� ��
���	� �
� ��� ��	 �� � � ��	$ ���(� �� � ���
�������
� � �������	 � � � �
 ����	����
 �( ���� �
 �������
� � �������	
�
 �
 ����	��� ��	����  �
� ��
 ��
����	 ��� (�� ��� ���� �� �( ��
 ��	
�� !� �������
 �
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ẋ = y,
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(y, t) 7→ (−y,−t), (x, t) 7→ (−x,−t), (x, y) 7→ (−x,−y).
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y2 − x2(
2

3
x− 1) = 0

� ���� �� � ��� ����� �� ��� �	���
 �
� ��
���
�� �
 ��� ��� �( ���
� �� ���
��
 �����	 +�� �

XH :

{
ẋ = y,

ẏ = −x(x− 1).
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' ��� ��� �� ��� �
��
 �( ��� �	����
y = f(x)

 $ �
� �
 {y ≥ 0}  �
�
y = g(x)

 $ �
� �
 {y ≤ 0}  � ��� ��+
�� �

[0, 3/2]
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����� �$ ��� � �� ��
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��� �� �

1O 1O xx

y y

Σ−
1 Σ−
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 ���	�  �� � ����� � �	�	���� �(
Xµ

� ��� � ��

µ = 0

 �� � � ��

µ = 3

2

� ' ��
������ �	��� �
������� ��� ��� �(

XH
� ' �� ����	 �	���� �	� ��� �
�����

�
� ����� ����	��	���� �(
O

�(
Xµ

�

%� ��$ 
��	 ��� �	���

γu(µ, t)

�
�
γs(µ, t)

��
 � � � 	����
 �� �	����
y = ysµ(x)

�
�
y = yuµ(x)

� ' �� �����	 +��
X0

���	$ � ��
�� �
��	�� �

��� 	����


R
� " �	����	 (�	

x

��	 #�	�  �
� ���� ���� �

yu0 (x)
dyu0
dx

(x) = −x(x − 1) − xyu0 (x)

< −x(x − 1)

= f(x)
df

dx
(x).

�
���	���
� � ��� �����  �� �� �
������$ � ���� ��
(yu0 (x))2 < (f(x))2 �� �

�$ �
�
yu0 (x) < f(x)

(�	
x


��	 #�	� � �
 ��� ����	 ��
�  �
� +
�� �
 �

�
������ ��$ ����

ys0(x) < g(x)
 
x


��	 #�	� � � �
�� ��� �����	 +�� ��
� ��
��
� �
��	�� �
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 �� �� ����$ ���
 ����

d(0) > 0
 ��� 
 ���	�  �� ��� �

�
� ��
 ��� ����$ ��� ��	 �	��� �
�� �
 ��� �����	 +��
X3/2

�� ��������
d(3/2) < 0
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 ���	�  �� �� � �
�

�� +
��� � ��� �
 ���� �� ��
���
�
� �
 �
� ��
��� ,����� �$��  
� ��	� ��� ������ �� �
+
��$ �	� � ��� �$� �	� ��� � �
����	 ��� %�&
�	�



���� ��� � � � �� � � ��� ��� �� �� �� �� � �	���� �
����� ��


 ���	�  �
� � ����� � �	�	��� �( �$���� � �
�
�$����

{
ẋ = y,

ẏ = − 1
10
x(x2 + 2) − yx.

� �
�
� ������ ��� �$���� �� �$� � ��	�� � ��� 	��� ��� �� ���

x, �� ��  � �� � �� ��
�
��	��
� �
��	 ��� �	�
�(�	� ����


(x, t) → (−x,−t)  ��� �
��	 ��
��	
�� ��� �	���
 �� � ��
��	 � " �	����	  �� �� ��� �
$ ��
���	��$ �( ���
�$���� �
���� ��� ���
��	&, %$���
�� ���� �( ���	��

(1, 2)
� %����
� ��

��� � �������	 �� �
+
��$ �����	 
  
 ���	� 
 �  �
� ���� ���� ���	� ��
�
$ �
� � ����� ���$ (�	 ��� ���� ��� �( ��� �� ��� �$����  
 ���	�  �
� �
' �� �$���� ��� �
 �
� ��
��� ,����� �$�� � 
	�� ' ���	��  ��  ��
�
���� �
�� ����

m
��� �� � � �� ����

3
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n
�� ����

1
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� ��
��� ,����� �$�� �� ����	 �
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������� �

������� �� � 	��� ����� � � � ����� �
	� 	��� 	

�
 ���� ������	  �� ���� ��� � 	����� ��
��	
�
� ��� ��	����	� �������$ �(
%�&
�	� �$���� � � ' �� 	����� �	� �	���$ �
�� 
 (�	 ��
�	� �����	 +���  
��� �
 ��� ��
���� �( %�&
�	� �$���� �  ����	 �	��(� ��
 � � ��
����	��$
��� ��+�� � �� ��
� �� �	��� ��	����	� �������$ �( % �&
�	� �$���� � �
�
���� ��� �����

L(m,n)(D)
�
����� � ��� ��� �� �- ���
� ��� ���$ T (m,n)  

��� �����	  �
�� +	�� �	��� ��� �������
 � �����	 � ��
���	����� �


D\∂D �( � ��	���
��	�$ ����� % �&
�	� �$���� ���� �� � � �$� �	� ��� � � (��	��	�� �� ���
�	��� ���� � ��	����	�$ ����� %�&
�	� �$���� ��

�� ���� �
$ �����,��

�����
 $ �
� �
����

D\∂D �
� %�&
�	� �$����

X ∈ L(m,n)(D)
�� ���� �� � � ���� ����
� �� ��
�� �(

���	� �� ���� � 
����� ��	��� �
V

�(
X

�

(L(m,n)(D), T (m,n))

���� ����
�

Y ∈ V
�	� ��� ������$ �������
� � ���

X
�


D
� '�� �����	 +���

X, Y ∈ (L(m,n)(D), T (m,n))
�	� ��� ���� ��
� �� ����
�	� � ��
 ���	� �� ����

� ��� ��� �	�����
h : D 7→ D � ���� ��
�� �	���� �(

X
�� �	���� �(

Y�	���	��
� ��� �	��
�����
 �
� 
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 ���� ��� �$� �	� ��� ��
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 � � �����+�� �
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���	����� ������ 
���� �
� ����� (� ��� �
� ��� ���� �( ��� �
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����� 
� ��� �
� (���� � 
�	 �	���
� ' ���	�� � � � ���  
�� � � 
��� ��� � �	�����
�� �( �$� �	� ��� ��
���	����� �(��	 � �	��	�����
 �
������� � �
 ��

s
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�� ������ ��	���
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 	 �� ����
 ��� V ��

X
�	

(L(m,n)(D), T (m,n))
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����
 ���N ��
s
�� �
 �

� ��� Y ∈ V
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N
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� �
  �
�  ��� ���� ��
� ���  
�
s
�

� ���� � ���� ���
s

�� � �$� �	� ��� ��
���	��$ �(
X

$ �
� �� �
+
��$� � �(�	�
	�
� �� ��� ����$ 
��	 �
+
��$ ���� �����	 
�  �
� ���� ���� �
 ��� �����
� ��	� �� ���� �
� ��
���	��$ �� �
+
��$ �� �$� �	� ���  ��� � ���� ���	 
��	
�
+
��$ �
$ ��� �
�� �(

m,n
�
�

sgn A
� ��  ���	$ �����	 +�� $ �
� �
 �

��- ���
�$ �� � 
���� ��	��� � �(
X

��� ��� ��� � � �������	 
��	 �
+
��$�
�� 	�� ��
� �� �	��� ��� ���� � ��	�

s
��� �


D\∂D � � �
��� �$
Xη

�
%�&
�	� �$���� �

Xη :

{
ẋ = y,

ẏ = Pη(x) + yQη(x),

� ���

Pη(x) = −(Axm +
m−1∑

i=0

aix
i), Qη(x) = −(xn +

n−1∑

i=0

bix
i),

�
�
η := (A, a0, . . . , am−1, b0, . . . bn−1) ∈ (B,U)

 � ��	� B = {−1, 1} ×
Rm+n  � ��


m 6= 2n + 1
 �
� B = R\{0} × Rm+n  � ��


m = 2n + 1
 

�
����� � ��� ��� �
����� ��� ���$ U (	��
R
m+n+1 �

%��
η0 ∈ B ���� ����

Xη0

��� ��� � �$� �	� ��� ��
���	��$
s

� �$ ��(�
�
����
 �( ��� ���- ���
� ��� ���$ �� �� ���	 ���� �
� ��� �� ���� ���



���� ��� � � ��� ������� ���� �� � �
 ��

�� ����
�� �( � 
����� ��	��� �
W

�(
η0

�

(B,U)

���� ���� ���� %�&
�	�
�$����

Xη
� ���

η ∈W
��� ��� � �$� �	� ��� ��
���	��$ $ �
� �
 � 
�����

� ��	�� �� �(
s

�
� ����
� ��� ��� � ��� ������ �$� � ��
s

�
� ������

s
�� � �$� �	� ��� ��
���	��$ �(

Xη0

 �� ���� ����
X(η0, s) = 0�
�

det
(
DzX(η0, s)

)
6= 0

 � ��	�
Dz

��
���� ��� ����	�
��� �(
X � ���

	��� ��� ��
z = (x, y)

� ' �� �� ����� (�
����
 ����	�� ���	�
���� ��� �� ���
��
�� �( � 
����� ��	����

W0
�(
η0

�

(B,U)

�
� � 
����� ��	��� �
N

�(
s

�������	 � ��� �
Cω (�
����


s : W0 7→ N
���� ����

X(η, s(η)) = 0, ∀η ∈W0

�
�
s(η0) = s.


�	���	 ��
s(η) = (x(η), 0)

�
�
a(η) := P ′

η(x(η))
 
b(η) := Q′

η(x(η))
� �� ��

���	 ���� �(
s

�� � �����  ���

a(η0) > 0

�� �$�
�  �$ ��
��
���$ ����
�
� ��
 ������ ��� 
����� ��	��� �

W0

���� ����
a(η) > 0, ∀η ∈ W0

� �(
s

�� � ����� �	��� � �
������ ��
���	��$ ���

a(η0) < 0

�
�
b(η0) < 0�	��� �

b(η0) > 0� � ���� ���$� ���� ��$ (�	
η ∈ W0

 
W0

�����
 �� �
�
���� � ' ��� �
�� ��� �	��( �

�

������� � �� ��
X ∈ L(m,n)(D)

�� ���� ����
� �� ��
��� �
 	
� � 
� � � �	���
����� ��

X
�	
D\∂D 
� 
�� ������� 
	�

� � ��
m ≥ 2n+1� 
� � � �	���
����� 
� �	� 	��� 
� 
�� ������� �
 	

m <
2n+1� �
  ��	���
����� 
� ��
 � 
�� ������ �� � � ��
�� ������ 

���	� 
 
�� ������ � �
�
���� ���	� 
� �	� 	��� 
	� 
 �	�� � �
�
�����	
D\∂D �

� ���� � %��
X ∈ L(m,n)(D)

 �����
�� �(��	 �
 ���	��	���� ���
��	&,%$���
�� ��� �����+�����
 (	�� � %�&
�	� �$����
X
�

X :

{
ẋ = y,

ẏ = P (x) + yQ(x).


��� �
� ' ���	�� � �
  ��� ��� ������ � �������	 
��	 �
$ �$� �	� ���
��
���	��$ � � 
�� � � ������� �$ �
$ �� � � �	��	�����
 �(

X
� ��

���	�� �
 ���	��	���� � �	��	�����
 �(
X

���� � � ���
�� ��� ��� ������
�$� � �( 
�
,�$� �	� ��� ��
���	����� � 
	�� �����	 
  �� �
�� ����  (�	
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� 
�
,�$� �	� ��� ��
���	��$
s = (x, 0)

 �����	
P (x) = P ′(x) = 0

�	
s

��
� �
��	 ��
��	 �
���� ��� +	�� ���� ���	$ 
�
,�$� �	� ��� ��
���	��$ �(

X
�� � �
��	 ��
��	 �

�� ��
����	 ��� (�� �$
(Xη)

�����
��  �(��	 �
 ���	��	���� ���
��	&,%$���
�� ��� �����+�����
  (	�� ��� (�� �$ �

(Xη) :

{
ẋ = y,

ẏ = P (x) + yQ(x) + ηy.

' �� �
��	 ��
��	� � �	��	� �
�� ��	�
� �
����� (� �� (�	 �� �
η > 0

 � ���
(�	 �� �

η < 0
���$ � �	��	� �
�� ��	�
� ����� (� �� � ��  (�	

η

��	 #�	�  

Xη

�� 
�� ��� ������ �������
� ��
X−η

�� �$ �
� ��� ��	����	� �
������
��$ �(

X
�

���� ��� ����
X

��� �� ���� �
� 
�
,�$� �	� ��� ��
���	��$ ���� �� 
�� �
�
��	 ��
��	 � � �
��� �$ {s1, . . . sk}

 � ���
si = (xi, 0)

 ��� 
�
,�$� �	� ���
��
���	����� �(

X
�����($ �
�

P (xi) = P ′(xi) = 0
 
1 ≤ i ≤ k

� �� �� ���	
����

m ≥ 2k
� �
����	 � � �$
�� ��

P̃ (x)
���� ����

P̃ (si) = 0
�
�

P̃ ′(si) > 0, ∀1 ≤ i ≤ k.

���� � � �$
�� �� ��� ���	�� �� ����
2k−1 < m

� %��
(X

′
η)

� � ��� (�� �$ 
�����
�� �(��	 �
 ���	��	���� ���
��	&, %$���
�� ��� �����+�����
 (	��
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(X ′
η) :

{
ẋ = y,

ẏ = P (x) + yQ(x) + ηP̃ (x).
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�
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η 6= 0
�� �  ��� 
�
,�$� �	� ��� ��
���	����� {s1, . . . , sk}

���
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�$� �	� ��� ��
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η > 0
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η < 0
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η 6= 0
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η > 0
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η
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η < 0
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2n−m+1 + v1u

2n−m+2 + v2u
2n−m+3 +O(u2n−m+4),
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 � ���� ��� ���- ���
��

v0

 
v1
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�� �$ �����������
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�� ��� �
�� �� ��� �

v0 = −1, v1 = bn−1 + c(a), v2 = bn−2 + d(bn−1, a),
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�
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�� ��� �� �- ���
� �����	
a = (a0, . . . , am−1)
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a
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(2n+ 1) −m > 0
�

' �� ����� �
 ��� 
�������
x,��	�����
 ��
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x = −1/u, y = v/un+1
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u̇ = uv,

v̇ = (−1)m+1u2n−m+1 −
∑m−1

k=0 (−1)kaku
2n−k+1,

−v((−1)n +
∑n−1

k=0(−1)kbku
n−k) + (n + 1)v2.
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v−(u) � ���

v(u) = v0s
2n−m+1 + v1s

2n−m+2 +O(s2n−m+3),
�� �
��

� ��	�
v0 = (−1)n+m+1, v1 = v0bn−1 + c(a),

� ��	�
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$ ��� �
�� �
 ��� ���- ���
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a = (a0, . . . , am−1)
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m
�
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n
�	� ��� �
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A = 1
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��$ �� � �$� �	� ��� �����
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�
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�	�
�(�	� ����

(x, t) 7→ (−x,−t) � � �	��� ��� ���� � ��	� ���

ω, �� �� �(
Γ

��� �� �
+
��$ �
 ��� 
�������
x,��	�����
 �
� ���

α
��� �� �(

Γ
�� ����
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Σ−
M

�� �� 	���� �(
S

���� ���� ��� ��	� �( ��� ��
��	
����	��	��

Γc
�(
s

$ �
� � �����

Σ−
M

�
�
s

�� �������� �
��	�$ �
��	 ���
x, �� �� � �� � �	��	�

X
�� (��� � �

Xη :

{
ẋ = y,

ẏ = P (x) + yQ(x) + ηyxn−1,

�� �

�
��		��� �
��
� � ��� � ���
�� �( ��� �� �- ���
�

bn−1

�(
Q

�
��
bn−1 − η

�
���� ��� 
�� ����

η > 0
 ���
 ����
� �� ��� �� �- ���
�

v2

�
 �� ��� �
�

�����
� ����

A
�� ���� ��

1
 �
� ���� ���� ��� ���
�� �(

bn−1

��		��� �
��
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 � � ��$ ��� 
��	� � ����
 �( ��� ��
��	 ����	��	�� �(

s
� " �	����	 ���

� �	��	� �� �����	 +�� � ��
�� ��� 
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� � �����


s
�
�

Σ−
M

���� ���� �
� ���� ���� ��� �
��	������
 �(
Γc � ���

Σ−
M

� � � ��� ��� 
��	� � �
 ��� ����	 ��
� %�� � � � �� �� ����  
���� ��� �
��	������
 �( ��� �
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S
�
�

Σ−
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� � � ���
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� ��


Γ
�� �
 �
� ��
��� ��

�����
 ���� ���� �� ��

α(Γ) = s
��

ω(Γ) = S
��� �� �
+
��$ ��� � �	��	�����
 �
 �� �

� � � �����  (�	

η > 0
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η > 0
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�� ��� 
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 ��� ��
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Γ � � ��	���
$ �	��� �

���� ���
m

�� � ��  
n

�� ���
 �
�
A = 1
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������ $ �
� �� �
+
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s
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 � � ������� �$ � ��
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(x, y) 7→ (−x,−y) �
�� ��� ��� (��� �
� � �	��	�����
 �

Xη :

{
ẋ = y,

ẏ = P (x) + yQ(x) + ηyxn−2.

�� �
�
� ��
� ���� �
������ �	��� �
�� �� � �(�	�  �
� ���� ���� (�	

η > 0
�� �  
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��	������
 �(
Γc � ���
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� � � ��� ��� 
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S
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M

� � � ��� ����	� �
�
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� ���� ������	 � ��� ��� (��� �
� ��	��	$ �( ' ���	�� � �� �
������� � �% ���� ��  X ∈ L(m,n)(D)
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� � ��
���
�����,��

�����
 � �� (	�� ' ���	�� � ��  
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ε > 0
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�	 ���	 ���  �� � � (� ���
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X = A+f
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A
�� �
��	 �
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f
�� �
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f(0) = 0

�
�
Df(0) = 0

�
�
����	 ��� ��,���� 
�� ��	� 
����	 �	 � � ��
�� � �� �
��� �

LA : Hr(Rn) 7→ Hr(Rn)
X 7→ [A,X],
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Hr(Rn)
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[A,X] = A ◦X −X ◦ A,
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A
�
�

X
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Gr ��� � ��� ��� �
�  � �� �

B r ⊕G r = Hr(Rn)
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w = φ(z)
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� �
 
l
�� � ��

X ′(w) =
Dφz(X(z))


�
0
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jl(X
′)(0) = A+ g2 + . . .+ g l,
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gi ∈ Gi, ∀i : 2, . . . , l
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� ���� � ' �� �	��( �	������ �$ �
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2 ≤ r ≤ l
� ���� ���

jr(X)(0)(z) = Az + g2(z) + . . .+ gr−1(z) +Xr(z),
�� �
�

� ��	�
gi ∈ Gi, ∀i = 2, . . . , r− 1
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���� �( ���	��
r

� ' ��
��	�

Xr

��
 � � ����� � ���� �

Br ⊕ Gr ��

br + gr
� �
 ��	�����	  ���	�

�� ���� ��� � � �$
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P (y) = O(‖ y ‖r) �
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Qi(y +O(‖ y ‖r) = Qi(y) +O(‖ y ‖r+1)
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Dh0 = I
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��	 ��� �	���
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ẇ = (I +DPw)−1[Aw + AP (w) + · · · ]

= (I −DPw +O(‖ y ‖r))[Aw + AP (w) + . . .]

= Aw + g2(w) + . . .+ gr−1(w) +Xr(w)

+AP (w) −DP (w)Aw +O(‖ w ‖r+1).
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A
�(
X

�� � ����
������ � � (��	 � �
��	 �� �	��
���
�	�
�(�	� ����
  �� ��
 ���� ��� ����

A
�� ����
 �$

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

� ��	�
λ1

�
�
λ2

��
��� ��� ����
����� �(
A

� ' �� ���

B := {xmyr−m ∂

∂x
| 0 ≤ m ≤ r} ∪ {xmyr−m ∂

∂y
| 0 ≤ m ≤ r}

�� � ����� (�	
Hr(R2)

�
�

LA(xmyr−m
∂

∂x
) = [λ1 x

∂

∂x
+ λ2 y

∂

∂y
, xmyr−m

∂

∂x
]

= ((m− 1)λ1 + (r −m)λ2) x
myr−m

∂

∂x
,

�� ���
�
� ����$ �
������$

LA(xmyr−m
∂

∂y
) = (mλ1 + (r −m− 1)λ2) x

myr−m
∂

∂y
,

�� ���
���� ���� B �� � ����� ��
�����
� �( ����
�����	� �(

LA
� ' ��	�(�	�

Gr =
kerLA

�� � �� �����
 ��� ��� �
��	$ ����� �(
Br � ��� ����� �

{xmyr−m ∂

∂x
| (m− 1)λ1 + (r −m)λ2 = 0, 0 ≤ m ≤ r} ∪

{xmyr−m ∂

∂y
| mλ1 + (r −m− 1)λ2 = 0, 0 ≤ m ≤ r}.

�� ���



���� ��� � � ������ ����� ��


	�� ��� (�	� � 
�	� � (�	� ����	��  �
� ��
����� ���� ���	� �� ���  
� ��$ 
��	 ��� �	���
  

C∞ �� �	��
����
(u, v) = ϕ(x, y)

�
 � ���� ���
∞,� �� �(

X
	���� �

(λ1u+
∑

1

armu
mvr−m)

∂

∂u
+ (λ2v +

∑
2

brmu
mvr−m)

∂

∂v
,

�� ���
� ��	�

Σi �� ��� ��� ����
 ���	 �����
(m, r)

�����($ �
�
λi = mλ1 + (r −

m)λ2

 
i = 1, 2

�
�� �� ����� ��� (��� ���� ' ���	�� � �
 �
$ ���	�
���� � (�	� � 
�	�
� � (�	� �

X
��
 � � �	����� �� �� ��� �� �� ��� ��	� � � ������	 �� ��
 � �

���� 
 ���� ��� �� ��� 
�	� � (�	� �� ��� �� 
�� �
$ (�	� � � ���	� �
����
�� ���� � 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����
 �� �	�
�(�	� ����
 ���� ����� ���
���
���$ � �� �� �� ��� ��	� �� 	�� ���
� � ����� � ��� ��	� � ��� ��	�
� �

��� 
�	� � (�	� � �� � � 
�� �� �
�� (�	���	 ����� ��	� �
� 	�(�	 ���
	����	 �� �
� � � � � � �� ���� ���� ������	  �� � � ���� �
 ������
 � �� ����� 	�� ��� ��� ��� ��	� � �
 ���� ��� ��
���	��$ �� ��� �,�$� �	� ��� �

�	���	� �	�  �� �� 	�� �	� ����  (	�� ���	
� �	� ���  � ����


C∞ �����	
+�� �� ���$�

Ck ��
� ����� �� ���
N(k),� �� �
 � 
����� ��	�� �� �( � ����


�$� �	� ��� ��
���	��$ (�	 ��� �
N(k) ≥ k

 
k ∈ N

�
������� � �� ���������� � ��� 
�


k ∈ N1 �
�
 � � ����

N(k) ≥ k�� �
 �

� 
 � ��	
C∞ ����� � �� X �� 
�

�� Ck ��	� �� 
� �� ���

N(k)
�

� � �	 
 	 ��
����
 ��� �� 
 � ��	 
�� ������ ��	���
���� �
�� ��
��
�� �$ �	����
� (�� ���� �( �����	 +��� � %��

(Xµ)
� � �

C∞(�� �$ �( ��
�	 �����	 +���  
µ

��	$�
� �
 ��� � �� �
 ��� P ⊂ Rp ����
���� ∀µ ∈ P  

Xµ
��� ��� � ��
���	��$

sµ
�� � ���� ��� ��	��
 (�	� �( ���

�
��	 ��	� �(
Xµ

�� ����
 �$

Aµ =

(
λ1(µ) 0

0 λ2(µ)

)
.

�� ���� ��� (��� �
� ����	�� �( � ���� ��� �	��( �� ����� �
 ����
�����
�
�	������ �
 ��� � ' �� � ��� �	� �
$ ����
 �
 ���

(x, y),��	�����
 �
� ���
C∞ ��
� ������� �	� ��
� ������� �$ � ��
� �( � ������ �	����� ��� �
��
�
C∞ �


(x, y, µ)
�



��

������� � �� ��
(Xµ)µ∈P

� 
 � 
� ��� 
� 
���� ��
µ0 ∈ P � �
 	 � ��


�

l ∈ N� �
 � � ���� 
 	 ��
����
 ��� Pl ��

µ0

�	 �
�
� �� ��
� �� �

�

�� � �� µ ∈ Pl �

�
 
l
�� � ��

Xµ


�
sµ

�� ���
� �� C∞ ��	� �� 
� ���

jl(Xµ)(sµ) ∼
(
λ1(µ)x+

∑

k≤l

1

akm(µ)xmyk−m

)
∂

∂x
+

(
λ2(µ)y +

∑

k≤l

2

bkm(µ)xmyk−m

)
∂

∂y
,

�� ���

� �� � ��  ��� ��	��
akm(µ), bkm(µ)

�� ���
 �	
µ


	� 

 �∑
k≤l

i �� �
  ���
�
� 	 ��� �
 �� 

(m, k)
� �� 

 ��


k ≤ l

	�

λi(µ0) = mλ1(µ0) + (k −
m)λ2(µ0)� i = 1, 2

�
� ���� � 
 �	�� �
� ��
 � �	(�	� � �������  ��	�� ���	 ��� �
��
�  �
��	
�	�
�(�	� ����
 ���� ���� ��� ��
���	��$

sµ
��� �� ��� �	���
  (�	 ����

��	�� ���	 ����
µ ∈ P  �
� ���� ���� ��� �
��	 ��	� �(

(Xµ)
�� ���

�	���
 �� ����
 �$ �
Aµ =

(
λ1(µ) 0

0 λ2(µ)

)
.

�
� �	� ����� �$ �
������
 �

2 ≤ r ≤ l

� ���� ��� �
� ��� (��
� �

����� ��	�� �� Pr−1

�(
µ0

�
 ��	�� ���	 ����� ���� ���� ∀µ ∈ Pr−1

 ���
r,� �� �(

(Xµ)
��
sµ

�� � ��$
C∞ ��
� ����� �� �

jr(Xµ)(sµ) ∼
(
λ1(µ)x+

∑

k≤r−1

1

akm(µ)xmyk−m +Xr
µ(x, y)

)
∂

∂x
+

(
λ2(µ)y +

∑

k≤r−1

2

bkm(µ)xmyk−m + Y r
µ (x, y)

)
∂

∂y
,

�� ���� ��	�
Xr
µ

�
�
Y r
µ

�	� ��� ���
���� � �$
�� ��� �

(x, y)

�( ���	��
r

�
� �
���

Zr
µ = Xr

µ
∂
∂x

+ Y r
µ
∂
∂y

∈ Hr(R2)
� � �
���

ρrµ
�� ��� %�� �	�����

�� �	���	 �

Hr(R2)

 
r ≥ 2

�

ρrµ : Hr(R2) 7→ Hr(R2)

X 7→ [Aµ, X].



���� ��� � � ������ ����� ��


�	
µ = µ0

 �� �	���$ �
�� ����
Hr(R2)

��
 � � ����� � ���� �

Br

0⊕Gr
0

 
� ���

Br
0 = Im ρrµ0

�
�
Gr

0 = ker ρrµ0

� � ����� (�	
Gr

0

�� ����
 ��� �
 �� ���  
� ��	� ��� ��� ��	�
� ����
����� �(

A
�	� 	������ �$ ��� ����
�����

λ1(µ0)
�
�

λ2(µ0)
�(
Aµ0

�
���� ���

Gr
0 = {0}  ���


ρrµ0

�� �
��	��� � ���� ����
ρrµ

�� �
��	��� � (�	
µ

�
 � 
����� ��	��� � Pr ⊂ Pr−1
�(
µ0

� �
 ��	�����	  �
� ��
 ���� ���
�������


[Aµ, P
r
µ ] = Zr

µ,

(�	 ��� � ��� ���
���� � �$
�� ��
P r
µ

�( ���	��
r

�

(x, y)

� �
������
�� �
 ��� �	� �( �( ' ���	�� � �
  �
� ��	�+�� ���� ���
��
� �� ���

C∞���	��
����
(u, v)

����	� �
�� �$
(x, y) = (I +P r

µ)(u, v)
� �  � ��$ 
��	

��� �	���
  	�� ��� ��� ��� ���
���� ��	�
Zr
µ

�
 �� ��� �
���� ��� 
�� Gr

0 6= {0} � �
� ����$ ��	�+�� ����
ρr0

�� �
 ���� �	�����
�(
Br

0

�
�� ����( � �$ ��
��
���$ ��� �����
Br
µ = ρrµ(B

r
0)

�� �( �����
� �
���


2
(�	

µ

��	

µ0
� '���
� � �	���� � �� ��	 
����� ��	��� �

Pr ⊂ Pr−1
�(
µ0

 
Br
µ

�� �	�
���	�� ��
Gr

0

 ∀µ ∈ Pr
� �� �
� ��
����� ����

Hr(R2) = Br
µ ⊕Gr

0

���� ���� �
� ��
 +
�
C∞ � �$
�� ���

P r
µ ∈ Br

0

�
�
grµ ∈ Gr

0

�����($ �
�
Zr
µ = [Aµ, P

r
µ ] + grµ.

�� ���
��
��
� ��

C∞ ���	��
����
(u, v)

����	� �
�� �$
(x, y) = (I +P r

µ)(u, v)� �  � ��$ 
��	 ��� �	���
 �	�
� �� ��� �
�� ��� ����	�� 
�	� � (�	� �
�

' �� �	��( �( ' ���	�� � �� 	����� �
 �
������� ��$ (�	 �������
� ���

�	� � (�	� �� ��� �� �� �
$ +
��� �	��	

l ∈ N
� %�� �� �� ���($ ��� �	�
��

(�	� ����
� ���� ���� �� � � � �	(�	� �� �
 ���� �
������
 ���� �
 ��� �	� �(
�( ' ���	�� � �� �
' ���� �	�
�(�	� ����
� �	� ����	� �
�� �$ �������
 �� ��� � � �
���

Zr
µ(x, y) =

∑

m≤r

(
αrm(µ)xmyr−m

) ∂

∂x
+
∑

m≤r

(
βrm(µ)xmyr−m

) ∂
∂y
.



��


�	 �����
�
� �
 ���	�����
 (�	
P r
µ

 �� ����� � ���
Zr
µ

�

Gr

0 ⊕ Br
µ

��
grµ + brµ

� ���

brµ(x, y) :=
∑

m≤r

1 (
αrm(µ)xmyr−m

) ∂

∂x
+
∑

m≤r

2 (
βrm(µ)xmyr−m

) ∂
∂y
,

� ��	� ��� ��� � ��� ��	�
� �
 ���� �������
 �	� ����
 ���	 �����
m

����
��($ �
�

m ≤ r
�
�

λi(µ0) 6= mλ1(µ0)+(r−m)λ2(µ0)
 
i = 1, 2

	��� ������$�
� �����
� �
 ��� �������
� �� ��� �
� �� ���  ��� ��� ��	�
� ����
�����
�(
A

�$ ��� ����
�����
λ1(µ)

�
�
λ2(µ)

�(
Aµ

 �
� ���� �� � ������$
����

P r
µ(x, y)

�� ����
 �$

P r
µ(x, y)

=

∑

m≤r

1

(
αrm(µ)

(m− 1)λ1(µ) + (r −m)λ2(µ)
xmyr−m

)
∂

∂x

+
∑

m≤r

2

(
βrm(µ)

mλ1(µ) + (r −m− 1)λ2(µ)
xmyr−m

)
∂

∂y
,

�� �
��

(�	
µ


��	
µ0

 �� �
 ��� �
� �(
Br

0

�����($ �
�
[Aµ, P

r
µ ] = brµ

�
��  (�	

µ

��	

µ0

 �� ��
���� ����  �(��	 � �	�
�����
  � ���
� ���
��
���	�����

sµ
�� ��� �	���
  �
� � �
��	 �	�
�(�	� ����
  �	�
��
� ���

�
��	 ��	�� �
 ����	 �����
� (�	�  �
� ��
 �����
 ��� 
�	� � (�	� �� ����( ���
l,� �� �(

(Xµ)
��
sµ

�$ �
�������$ ���
��
� �� ���	��
����
(u, v)����	� �
�� �$

(x, y) = (I + P r
µ)(u, v),

� ��	�
P r
µ

�� ��� �
 �� �
��  
2 ≤ r ≤ l

�
' �� �� ��� �	�����	� (�	 �����
�
� ��� 
�	� � (�	� �� ��� ��
 ����$ � �
�� ��� �
��� �
 � " ��� �	��	��  ��� ��� �
��� � �
 �
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� �� � ��� � 
 ���� � � ���	���
�� ����
	�

� � �
 ���������
 �( ��� �	������ ������
  �� �	��� 
�	� � (�	� � �� �$�
� �	� ��� ������ � �� � � ��� �� � (�	���	 ��� ��+�����
 �
 ���� �( �
� �� ���
��
 �����	 +�� ��� ����
� � �$� �	� ��� ����� � �� � � 
���
���� 
�	� � (�	� �
 �����	 �  � ��	� ���
 �� �� �$��� �	� ���	���� (�	

��	 � ,����� �$�� �
 �
 �
(�� �
� �( � � �� ���
��
 �����	 +�� �
�
����	 �

C∞ (�� �$ �( ��
�	 �����	 +���
(Xµ)

� ��� ��	�� ���	 �����
µ

��	$ �
� �
 ��� � �� �
 ��� P �(
Rp � ���� ��� ���� (�	 ��� �

µ0 ∈ P  
Xµ0��� ��� � �$� �	� ��� �����

s
� ��
��� ��� � �	��
 (�	� �(

DXµ0(s)
��

(
λ1 0
0 λ2

)
,

� ���
λ2 < 0 < λ1

� ' �� �
��� �� 
�� ��������� ��
Xµ0


�
s

�� ����
 �$
−λ2/λ1

�
� � �
 ���$ ��
�����
�� �( ��� �� ����� (�
����
 ����	��  �
� ��
 ����
� ��� ���� ��� ����� � � � �	���� (�	 �

Xµ
 
µ ∈ P � �$ ���� �� � ��


���� ���	� �� ���� �
C∞ (�
����


s : P 7→ R2 ���� ���� ����
Xµ

��� ��� �
�$� �	� ��� ����� ��

sµ := s(µ) � ���
sµ0 = s

� � � � ��	��� ���������
 �(
' ���	�� � ��  �� ���� ��� (��� �
� ����	�� �
������� � �� ��

(Xµ)µ∈P
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C∞ � 
� ��� 
� 
��� �� �
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�
Xµ0


��
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�� ������ �
�� � s � ���� ��  �
  �
��� �� 
�� ��������� ��

Xµ0


�
s

�� �
���	
�� � ��	 �� p/q

 ��


p, q ∈ N1, (p, q) = 1
� �
 	 � �� 
�


N ∈ N� �
 � � ���� 
 	 ��
����
 ��� PN
��
µ0

�	 �
�
� �� ��
� �� �

�

� �
 

M
�� �� M = N(p + q) + 1� 
�

sµ
�� 
�


Xµ � µ ∈ PN � �� ���
� ��
C∞���	� �� 
� ���

jM(Xµ)(sµ) ∼





ẋ = x

(
λ1 +

∑N
i=0 ai(µ)(xpyq)i

)
,

ẏ = y

(
λ2 +

∑N
i=0 bi(µ)(xpyq)i

)
,



 � �
  ��� ��	��
ai(µ)


	�
bi(µ)


� �� ���
 �	
µ
�



�

�	 �
�  �
  �
��� �� 
�� ��������� ��
Xµ0


�
s

�� ���
���	
�� �
 	 � �� ���
N ∈ N� �
 � � ���� 
 	 ��
����
 ��� PN

��
µ0

�	 �
�
� �� ��
� �� �

�

� �
 

N
�� � ��

Xµ � µ ∈ PN � ��� ���
� �� 	
�
sµ � C∞ ��	 
���
���

������ ���� ��� �� ��� ����	�� �
$ ������ �� ���	$ +
��� � �� �( ��� (�� �$
�( �����	 +���  � ��� (�	 �
 �
��� ���� �����	 +�� �� ���� � 
�	� � (�	�
(�	 ��� �
+
��� � �� �� ��	 ���� ��� � ������	 (	�� ' ���	�� � �  � ���� ��
��� ������� (�	 (�� ���� �( �����	 +��� ��
� �	 �
��  �
� ��
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+
��� � �� �( ��� (�� �$ ��� ���
 �
� ��� �� ��� � � ��� � +
��� �� ����
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� ����$�
������� � �! ��

(Xµ)µ∈P
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C∞ � 
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�� � s � �
 	 � �� 
	� k ∈ N1 �

�
 � � ���� � ��  	 ��
����
 ���
Pk

��
µ0

�� �
 �

�� 

 	 �
  �
��� �� 
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∑
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(�	� � � ���	 ��	���  �� ��� ��
 � � � 	����
 �� �

{
u̇ = −u(λ+ f(uv)) +R(u, v),

v̇ = v(λ+ f(uv)) + S(u, v),

�� ���



���� ��� � � ������ ����� ��

(�	 ��� �
C∞ (�
����
�

f
 � ���

j∞f(0)(z) =
∑

i≥1 aiz
i � ���$�
� � �����

��� 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����
  �
� ��
 ���� ��� ���� ��� ��� ��	� �
R�
�

S
�	� #�	� �
��  ���� ���� ��� 
�	� � (�	� �(

XH

(�	
C∞ �������
��

	���� �
{
u̇ = −u,

v̇ = v.

�� ���

	�� � 	�� ������
 � ��  �
� �
�� � ����

H
 ���	����� �
 ��� 
�� ���	�

��
����
(u, v)

 �� � (�
����
 �

uv

� ��$ 
��	 ��� �	���
 �
 ���� �(
��� ��( � �
�� {u ≥ 0}  {u ≤ 0}  {v ≥ 0} �	 {v ≤ 0} � ���� ���
H(u, v) = uvH0(uv)

�
 {u ≥ 0} � ���
H0(0) 6= 0

� � (��	 � 	�������
 � ���
	��� ��� �� ���

u,�� ��  �
� ��
 ���� ��� ����
H0(0) > 0

� �
� � �	(�	� �
��� � �� �	�
�(�	� ����


(n,m) = ϕ2(u, v)
 � ���

n = uG0(uv), m = vG0(uv),
�� ���

� ���
G0(uv) =

√
H0(uv)

� ' ��� �	�
�(�	� ����
 � � ���� �� ���  �� ��
C∞ �������
��  �
��	��
� ��� � � �	�
� ��� � �� ���
��
 �
��

nm
�
 ���

��( � �
� {n ≥ 0} � �
 ��� 
�� �� �	��
����
(n,m)

 
XH

	���� �





ṅ = − 1

detDϕ(n,m)

∂H ◦ ϕ
∂m

(n,m),

ṁ =
1

detDϕ(n,m)

∂H ◦ ϕ
∂n

(n,m),

� ��	�
ϕ = ϕ1◦ϕ−1

2

� �
 ��� ����	 ��
� �� �� � ��	�����(�	��	� ��������

�� ��	�($ ���
� %�� � � � ��  ����

f(uv)
��
 � � � 	����
 �� (�
����


d
�


nm
� ��$ 
��	 ��� �	���
 �
 ��� ��( � �
� {n ≥ 0} � ' ��	�(�	� ���$�
�

��� �	�
�(�	� ����
 �� ��� �
 �� ��� �� ���
R = S = 0�  �
� +
�� �

{
ṅ = −n(λ + d(nm)),

ṁ = m(λ+ d(nm)),

(�	 ��� �
C∞ (�
����


d � ���
d(0) = 0

�� �$ �
� ��� 	���� �
 {n ≥ 0} �
' �� ��� � �	��� �
�� ��
 � � ���� (�	 �����
�
� ��� 	���� �
 ��� ��(
� �
�� {n ≤ 0}  {m ≥ 0} �	 {m ≤ 0} �

�



��

� �� �	� ���� �(��	 ������
 � �
  �
� �� ��� �� ������� �
$ +
��� � ��
�( ��� �	�
�(�	� ����


ϕ1

���� �
 ��� �	� �( �( ��� �� ��� ����	�� � � ��
ϕ2

�� ����	� �
�� �� �� �
$ +
��� �	��	 ���� ���� �
� ��
 ������� �
$
+
��� � �� �(

ϕ = ϕ1◦ϕ−1
2

� �� � � ����	��� ����� ��������
� �
 � �� ���+�
���� �� �
 �����	 � �

� �� � ��� � 
 ���� � � �	� �����	���
�� ������

����	�

���� ���
(Xµ)µ∈K

�� �
C∞ (�� �$ �( �����	 +���  

µ
��	$�
� �
 ��� �

��� ���� ������
K ⊂ R

p  ���� ���� ����
Xµ

��� ��� � ��� �,�$� �	� ���
��
���	��$ ���� ��
 ���� ���� �� �� �� ��� �	���
 �(��	 � ������� �	�
��
����
 � �$ ��� ��	��
 
�	� � (�	� ����	��  �� ��
 � 	��� ��� (�� �$
�� �

(Xµ) :

{
ẋ = λ(µ)x+ F (x, y, µ),

ẏ = G(x, y, µ),

�� ���
� ��	�

λ
 
F

�
�
G

�	�
C∞ (�
����
� �����($ �
�

λ(µ) 6= 0
 
F (0, 0, µ) =

G(0, 0, µ) = 0
�
�

DzF (0, 0, µ) = DzG(0, 0, µ) = 0, ∀µ ∈ K � ��	�
Dz	��	���
�� ��� ����	�
��� � ��� 	��� ��� ��

z = (x, y)
�

�
 ' ���	�� � ��  �� ���� �	���$ (��
� � 
�	� � (�	� �( � (�� �$ ��� �

�� ��� � �
 ���� ������
 ������	  �� �	$ �� ��
��
�� ���� ��� ��+�����
 ��
��� � �� � � ����	 
�	� � (�	� � �� � � 
��� ���� 
�	� � (�	� �
 �����	
�  � ��	� �� �	��� � �$�����$ �	���� 
��	 �
 �
� ��
��� ,����� �$��  
��
���
�
�

2
��� �,�$� �	� ��� ������ �� �
+
��$�

%�� �� ����� � ���� �
Xµ, µ ∈ K

���� � 	�	�� 
� �	�� �

����� �� 

�
�  ���� � �$ ���� �� � ��
 ��� (��� �
� � '���

µ ∈ K
�	�	��	�	�$ ���

+���  ���
 ��� ��
���	����� �(
Xµ

�
 � 
����� ��	�� �� �( ��� �	���
 �	�
$ �
� �


λ(µ)x+ F (x, y, µ) = 0,

� ���� �$ ��� �� ����� (�
����
 ����	�� �� � ��$ ����
 �$ � �	���
x =

fµ(y)
(�	 ��� �

C∞ (�
����

fµ

�
fµ

�� �
�$��� �
 ����
F

�� � �� ���



���� ��� � � ������ ����� �


�	��
���� �( ��� ��
���	����� �(
Xµ

�	� ������
� �(

G(fµ(y), y, µ) = 0.

��$�
� ���� �
Xµ

���� � ��� � 
�
���� ��
��	 � �������	 �( � ��� � �	��	
k ∈ N2

�� ��$ �
� ���� ∀µ ∈ K
�

G(fµ(y), y, µ) = ykhµ(y),

(�	 ��� �
hµ

 
C∞ �


y � ���
hµ(0) 6= 0

� � ������ ��� �( ��
�	���$ �
� ��

���� ��� ����

hµ(0) > 0, ∀µ ∈ K
� � (��	 � �
��	 ���
�� �


y
 �� ��
 ����

hµ(y) = 1 + yh(y, µ)
(�	 ��� �

C∞ (�
����

h

�
' �� 	��� �( ���� ������
 � � � � ������� �� �	���
� ��� �� ����
�� �( �
���	��
��� �	�
�(�	� ����
 �����
� �� �� 
�  �� ��

C∞,�������
��  �
��
��� (�	� �





ẋ = x,

ẏ =
yk

1 − a(µ)yk−1
,

�� ����

� ��	�
a(µ)

��
C∞ �
� � ��	� �� ���� ���� ���� ����

λ(µ) > 0, ∀µ ∈ K
�

� ��

λµ(0) < 0, ∀µ ∈ K

 ���	� � � ��� ��	 � � �
�� ���
 �
 ��� +	��
��� � �
�
� �
�� � � �����$ 	�$ �
 ��� ��������
� � ��� �
 �
��  � ��	� �
� �	���$
�����
� � 
�	� � (�	� ��� �
 �� ���� (�	 �
 �
��� ���� �����	 +�� ��� ���
��
� � ��� �,�$� �	� ��� ��
���	��$�
�
 � ����� ��������
� �� � � (	����
�$ ��� ��� (��� �
� 
������
 �
�(
f(u, µ)

 � ���
u ∈ R

�	
u ∈ R2  ��
���� �
 �	�	��	�	�$

C∞ (�
����
  
���
 (�	 ����

µ ∈ K
��� � ��

u 7→ f(u, µ)
�� ��
���� ��

fµ
�

' �� +	�� ���
� �� 
��� �� ���� ��� 
�	� � (�	� �
 �� ��� ��� ������
�� ��� ∞,� �� �(

(Xµ)
� �
���� 	�(�		�
� �� ��� �	��( �( ' ���	�� � ��  �
�

���� ����  � ������
λ(µ) 6= 0, ∀µ ∈ K

 ����
Br
µ

 
r ∈ N1

���$� �	�
���	�
�� ��

Gr
0

 ∀µ ∈ K
� �
 ��	�����	  �
� ��
 � �	(�	� ��� �	�
�(�	� ����
�

(x, y) = (I+P r
µ)(u, v)

 ∀r ∈ N1
 � ��	�

P r
µ

�� ��+
�� �� �
 �� �
��  ∀µ ∈ K
�



�

' ��� $���� � �����
�� �(
C∞ ���	��
��� ���
��� {ϕrµ(x, y)}r∈N1

 
µ ∈ K��+
�� � ��$ 
��	 ��� �	���
 �	�
��
� (�	 ����

r
 ���

r,� �� �(
(Xµ)

�
�� �
{
ẋ = λ(µ)x+

∑r
i=2 ai(µ)xyi−1,

ẏ =
∑r

i=2 bi(µ)yi,
(�	 ��� � �� �- ���
��

ai(µ)
�
�

bi(µ)
 
i = 2, . . . , r

 
C∞ ��� �
��
� �


µ
�

�$ ��	� !� ����	��  �� +
� �
C∞ (�
����


ϕ : (x, y, µ) 7→ (ϕµ(x, y), µ)���� ����
j∞ϕµ(0, 0) = jr(ϕ

r
µ)(0, 0)

 ∀r ∈ N
� �
 ��	�����	

ϕ � � �	�
�
(Xµ)

�
�� �
{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)) + p(x, y, µ),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ)) + q(x, y, µ),

�� �� 
�
(�	 ��� �

C∞ (�
����
�
f

 
g

 
p

�
�
q � ���

j∞pµ(0, 0) = 0
 
j∞qµ(0, 0) = 0(�	 ����

µ ∈ K
� ������ ���� �� ���� ��� ������ � �
��	 ���
�� �


y
�


�	��	 �� ���
�� ��� ���- ���
� �
 (	�
� �(
yk

 �
 ��� ����
� ��� � �
�
� �(
�� �� 
�  �
��

1
�

�� ��
��
�� �$ ���$ �
� ��� ����� � �
�(�� ����	��  �
����
� ��� �� ���
��
�� �( �
 �
��	��
� � �
�(�� (�	 �� �� 
� ��
��
� �� ���

xµ,��
� ���� ��

� � ��	������
�� �� {y = 0} �$ � 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����
 � � 
��	,���
���$ �	�
�(�	� ����


ϕ : R2 × K 7→ R2 �����+��
j∞(ϕµ − I)(0, 0) =

0, ∀µ ∈ K
�
� � � 
�� ����� ��� ∞,� �� �( �� ��
� �

��	������
�
� ���� �
��	��
� � �
�(��  � � ���
�� ���	�����
 �� �� 
� �
�� �
{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)) + p̃(x, y, µ),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ)) + yq̃(x, y, µ),

�� ���
� ��	�

λ
 
f

 
g

�	� �� �

(4.31)

�
�
p̃

 
q̃

�	�
C∞ (�
����
� � ���

j∞p̃µ(0, 0) =
0

 
j∞q̃µ(0, 0) = 0

(�	 ����
µ ∈ K

�
�� ��
 ���
 �� � ����	  �$ �
��	�#�
�

Xµ|{y=0}
�$ � 
��	, ���
���$ �	�
��

(�	� ����
 �
� �����	�	�� � �

 ��

u̇ = λ(µ)u(1 + h(u, µ))
�� ����



���� ��� � � ������ ����� ��

� 
 ��� �	��
� ��
���	 �	
R� 

 �

λ, h

�

C∞ � λ(µ) 6= 0� j∞hµ(0) =
0, ∀µ ∈ K

� �
 	 �
 � � ���� 
 �	���  �

	�  �� ������	
��

u = x(1 + α(x, µ)),
�� ����


 ��

α



C∞ � �	 ����	 
	�

j∞αµ(0) = 0, ∀µ ∈ K � �

	� �	� �� �	 �	��
ẋ = λ(µ)x

�
� ���� � ' �� ���	��
��� ���
�� �� ���� ���
��� �� ���� �
��

(1 + α(x, µ) + x
dα

dx
(x, µ))ẋ = λ(µ)x(1 + α(x, µ))(1 + h(x(1 + α(x, µ)))),

���� ����
α

��� �� �����($

1 + α(x, µ) + x
dα

dx
(x, µ) = (1 + α(x, µ))(1 + h(x(1 + α(x, µ)))).

� ��	�����(�	��	� ��������
 ���� � ����
α(x, µ)


���� �� � � ������
 �(
��� ����	�
��� �������


dy

dx
= (1 + y)h(x, y, µ),

� ���
h(x, y, µ) = h(x(1+y), µ)/x

� ' ��� ��� �������
 ���	$ ��� � �
����
C∞ ������


α � ���
j∞αµ(0) = 0, ∀µ ∈ K

�
�

�
� +
�� � 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����
 �
��	���
� ��� � �������	 �(
Xµ | {y = 0} �	 ���
��
� �� ��� �
�� �

{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)) + yα(x, y, µ),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ)) + yβ(x, y, µ),

�� ����
� ��	�

α
�
�

β
�	�

C∞ (�
����
� � ���
j∞αµ(0, 0) = 0

 
j∞βµ(0, 0) = 0�
� � ��	�

f
 
g

�	� �� �
 �� �� 
� �
�� ��
��
�� �$ ����
� (�	 � 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����
 ���
��
� �� �����
�� � ��� ��	 ���	�����
 � ���

β(x, y, µ) = ykβ̃(x, y, µ) � ��	�
β̃

��
C∞ �

�� � 	���
β(x, y, µ) = xβ0(x, µ) + yβ0(x, y, µ),



��

�
� ��
γµ(y) := γ(y, µ)

� � �
C∞ ������
 �( �





λ(µ)
dγ

dx
(x) = −β0(x, µ)γ(x),

γ(0) = 1,

���

j∞(γµ(x) − 1)(0) = 0

 ∀µ ∈ K
�
�

(x, y) = (x, Y γ(x, µ))
�� �

C∞���	��
��� ���
�� �	�
�(�	� �
� �� ��
� �
�� � ��� ��	 ���	�����
 � ���

β(x, y, µ) = yβ1(x, y, µ),

(�	 ��� �
C∞ (�
����


β1(x, y, µ)
� � �� � �� �	����� �$ �
������
 � �( ��

���	� � ��� �
 ���	�����
 �
{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)) + yα(x, y, µ),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ)) + yl(xβl(x, µ) + yβl(x, y, µ)),

(�	 ��� �
2 ≤ l ≤ k

 ���
 �$ ���
� ���
C∞ ��� (�
����


γ(x, µ) = − 1

λ(µ)

∫ x

0

βl(u, µ)du,

�� +
� ����
(x, y + ylγ(x, µ))

�	� 
�� C∞ ��	����� (�	 � ����
(Xµ)

����
� ��� ��	 ���	�����
 �� �� ���� � ���

yβ(x, y, µ) = yl+1βl+1(x, y, µ),

(�	 ��� �
C∞ (�
����


βl+1
�

� � ����  ��� ���	�����
 ���� �� ��� �(��	 ��� �	������ ����� �� �
{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)) + yα̃(x, y, µ),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ) + yβ̃(x, y, µ)),

�� ����
� ��	�

f
 
g

�	� �� �
 �� ����  
α̃

�
�
β̃

�	�
C∞ (�
����
� � ���

j∞α̃µ(0, 0) =
j∞β̃µ(0, 0)

 ∀µ ∈ K
 
k ≥ 2

�
�� �	� 
�� 	���$ �� �	��� ��� �� ����
�� �( � �
�� 
������	�$ �
�����
C∞ � �
�(��

x = x(y, µ) = xµ(y)
���� ���� (�	 ����

µ ∈ K
 
x = xµ(y)



���� ��� � � ������ ����� ��

�� �
 �
��	��
� � �
�(�� (�	 �� ���� ��
��
� �� ���
y

��� �� � ' �� (�
����

x(y, µ)

�� � ������
 �( ��� ����	 ����	�
��� �������


yk
dx

dy
= x(λ(µ) + yh(y, µ) + yC(x, y, µ)) + yD(x, y, µ),

(�	 ��� �
C∞ (�
����
�

h, C,D � ���
j∞Cµ(0, 0) = j∞Dµ(0, 0) = 0

 ∀µ ∈
K

�
�
k ≥ 2

� ' �� �	���
(xµ(y), y)

�� ��� ���� � ��
��	 � �
�(�� �(
�� ���� �
����� � �
� ��	���� 
 � �
�
� ��� �	��
� ��
���	

yk
dx

dy
= x(λ(µ) + yF (x, y, µ)) +G(y, µ)

�� ����


 �

F

	�

G

�

C∞ � �	 ����	�� j∞Gµ(0) = 0

	�

λ(µ) 6= 0, ∀µ ∈ K
�

�
 	 �
 � �� 
� �
�� �	 
C∞ � ������	 x = α(y, µ)


 ��

α : (−ε, ε)×K →

R
� �� � �� 

ε > 0
��� ��	��� �� 
� �� �� �
 �

�

j∞αµ(0) = 0, ∀µ ∈ K
�

� ������ 

 	 ��
β : (0, ε) ×K → R

���� ������ β : (−ε, 0) ×K →
R
	 �� 
 � ������	 � � �� � �� 

ε > 0� 
 ��

lim
y→0

β(y, µ) = 0, ∀µ ∈ K � �
 	

β : [0, ε) × K → R
���� ������ β : (−ε, 0] × K → R

	 �� 	� ��
β(y, µ) = β(y, µ)

� ��
x 6= 0


	�
β(0, µ) = 0� �� ���

 � C∞ �	 ���

��� 
�	 �� �� 	����	 
	�
j∞βµ(0) = 0

�
� ���� � �� ������ �� ��� ����	 ����	�
��� �������
 �� ���� ��� ��
�	
�$���� �

{
ẋ = x(λ(µ) + yF (x, y, µ)) +G(y, µ),

ẏ = yk.
%�� �� +	�� ����

λ(µ) > 0, ∀µ ∈ K
�
� 	���	��� �� {y ≥ 0} � �( �� ������

l ∈ N
� ���

l ≥ 1
�
�

c ∈ R \ {0}  �� ��� ���� �� �
$ � ��
� �( ��� ��	���
(cyl, y)

 �
� (�	
y > 0

��- ���
�$ �� �  
∣∣∣∣
dx

dy
(cyl, y)

∣∣∣∣ > |c|lyl−1,
�� ����

��� +��	� � �
��� � � � ���� � ������
�
x(y, µ)

 (�	
y > 0

 ����
0

�� ����	



��

��� �� �

 ���	� � �
 � 
 �� 
��	 � ��
��	 � �
�(�� � ��
 ��� λ(µ) > 0

�
� � ��
 �� �
λ(µ) < 0

�

�� �� ��
y → 0

���� 
 ���	� � �
���� � ' ��$ �	� ���	$
C∞ (�	

y > 0
�
�

�����($ ��� ���
��� �	�� �	�$ �

x(y, µ) = ylul(y, µ), ∀l ∈ N1,
�� ����

(�	 ��� �
ul(y, µ)

�� � ��� (�	
y > 0

�
� � ��
��� 
��	
y = 0

�
� �
�� ���$ �	� ������
� �( �������
 �� ����  ��� ���
��� �	�� �	�$ �� ������� ���� (�	 ��� ��	�������

x′µ(y)
 �
� �$ ����	�
�����
� �� ����  �� ��


�	��� �
�������$ ���� �� ���� (�	 � ��	��������
x

(n)
µ (y)

� � �+
�
x(y, µ)

 
�� �

x(y, µ) =

{
x(y, µ), y > 0,

0, y = 0,
���


x
�� ���	$

C∞ (�	
y > 0

� �
� ��
 ����$ ��	�($ ���� ��� ���
���
�	�� �	�$ �� ���� ���� �
 � � �� �� ��	�������� �

∂i+jx

∂yi∂µj
(y, µ), ∀i, j ∈ N,

���� ����
x(y, µ)

��
C∞  � ���

j∞xµ(0) = 0, ∀µ ∈ K
�

����
� �� ��
����	 ��� ����
λ(µ) < 0

 ∀µ ∈ K
 ��� �����
�

y ≥ 0
� � 	���

�	�$ �� ��� ��� ���� ��
� ��� ��	���
(cyl, y)

(�	 �
$
l ∈ N

� ���
l ≥ 1

�
�



���� ��� � � ������ ����� ��

�
$
c ∈ R \ {0} � �� �
����� � �����	� �� �
 
 ���	� � �
�� � � �� ����$ (��

�� � ���� ���	� �� ���� �� ���� �
� ������

x(y, µ)

 (�	
y ≥ 0

��- ���
�$
�� �  ���� ����

lim
y→0

x(y, µ) = 0, ∀µ ∈ K
� ����� �
 ��� ��� � 	����
�

�
� �� �
 ��� �	������ ���� �� (��� � ����
x

 � ���
x(y, µ) = x(y, µ)

(�	
y > 0

�
�
x(0, µ) = 0

�� ���
C∞ �� � ��
��

(0, µ), µ ∈ K
�
�

j∞xµ(0) = 0
�

' �� ���� {y ≤ 0} ��
 � � 	������ �� {y ≥ 0} �$ � 	�������
 �

y

�
�

����� 
�� ���� �
C∞ � �
�(�� {x = ψ(y, µ)} �����($ �
�

j∞ψµ(0) = 0
 

∀µ ∈ K
� ' �� ���
�� �( ��	�����

(x, y) 7−→ (x − ψµ(y), y)
���
��� �� �

�	�����
 �� ���� �
�� �
{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ) + yα(x, y, µ)),

ẏ = yk(1 + yg(y, µ) + yβ(x, y, µ)),

�� ����
(�	 ��� �

α
�
�

β
���� �	�

C∞ (�
����
� � ���
j∞αµ(0, 0) = j∞βµ(0, 0) =

0
�
�� � ���� �
� ��� �	� �( �( ��� ��� �
����
 �( ��� ��� ��	� �

α
�
�

β
�
 �� �

�	�����
 �� ����  �$ �
C∞ ���	��
��� ���
��

ϕ
 �� ��� �
� �( ���� ������
 �

� �
�� ��� �	� �( �( ���� (��� �� �
��� �
��
� �( � ��� (��� �  �� � � ����
���� (�	 �	�
��� (�	 ��� � �� �
� � �� ��
�� ���� ���  ��� ��� �,�$� �	� ���
�����	 +��

X
�� ���� ��� (��� �
� ��� �� 
�	� � (�	� �� ��� �	���
 �

{
ẋ = x(λ(µ) + yf(y, µ)),
ẏ = yk(1 + yg(y, µ)).

�� �� 
�
' ��� �� ��� ��
�	�

C∞ 
�	� � (�	� (�	 ��� �,�$� �	� ��� ��
���	�����
� ��� � 
�
,��� ��
��	 � ������	 � �� 
�� ����	�� � � ��� ��+�����
 �( ���
��
��	 � ������	 �
� �����	�	�� � �
� ��	���� �
  ��� �	��
� ��
���	

u̇ = uk(1 + uh(u, µ)),
�� ���

� �� � �� 
C∞ � �	 ����	

h(u, µ)

	�

k ∈ N

 ��


k ≥ 2
� �
 	 �
 � � ����


 �

	�  �� ������	
��

u = y(1 + yα(y, µ)),



��


 ��

α(y, µ)



C∞ � �	 ����	� �

	� �	� �
  
��� ��� �	��
� ��
���	 �	��

ẏ =
yk

1 − a(µ)yk−1
,

�� ����
� �� � �� 

C∞ � �	 ����	
a(µ)

� ��
h

�� 
	
����� �
 	
α

�
	 � �
 �� 	 �� �

	
������
� ���� � �� � � �	��� � ��� ���

C∞ �
� ���
Cω 	����� �� �
��  ���� ��� �

� 	���
�
C∞ �	��� ������$

Cω � � �� �� ���	� � ��� �
 �������
 �� ��� � ��	�
h

��
C∞ �	��� ������$

Cω � � �� � 	���

h(u, µ) =
N−2∑

i=0

ai(µ)ui +O(uN−1),

(�	 ��� � �	���	�	�$ �����

N ≥ k

� �$ �
�������$ ���
� � �� �	��
���
���
��

u = y(1 + α(µ)yl),
(�	 � �� �����


α(µ)
 �
�

1 ≤ l ≤ k − 2
 �� ��
 ���
��

h(u, µ)
�
��

h(u, µ) = a(µ)uk−2 +O(uk−1).

' �� �� �- ���
� �
 (	�
� �(
uk−2 ��

�� � � ���
��� � ������	 ��� �����
��

�������
 ��
 � � � 	����
 ��

u̇ =
uk

1 − a(µ)uk−1

(
1 + h̃(u, µ)

)
,

(�	 ��� �
C∞ �	��� �

Cω � (�
����

h̃(u, µ) = O(uk)

� � 	���
�

h̃(u, µ) =
N−1∑

i=k

ai(µ)ui +O(uN),

�
� ��	�+�� ���� ��� �
������
 �

l ≥ k

��
 � � ��
��
��� �� �����
 �

u̇ =
uk

1 − a(µ)uk−1
(1 + h(u, µ)),

�� ����



���� ��� � � ������ ����� ��

� ��	�
h

��
C∞ �	��� ������$

Cω � �
�
h(u, µ) = O(uN)

 (�	 ��� �
N > k

�
�� �� 
�� $�� 
��� �� ���� � �	����� ���� (�	

N
 ��� �� � � ��� ����

N ≥ 2k − 2 � � � �	� �� �� �� �	��� ��� �	�� ������
 � �� 
�� �	$ �
���	��
��� ���
��

u = y(1 + x(y, µ)),
�� ����

� ��	�
x(y, µ)

��
C∞ �	��� ������$

Cω � �
� ����� ��� 
������	$ ��
�����
� �
����������
� �� ���� �
�� �� ���  �� �� � ������$ ��� ����

x(y, µ)

���� ��

� � � ������
 �(

(1 + x+ y
dx

dy
) =

1 − a(µ)yk−1

1 − a(µ)yk−1(1 + x)k−1
(1 + x)k(1 +O(yN)),

� ���
O(yN)

��� � (�
����
 �

(x, y, µ) � ���� ��

C∞ �	��� ������$
Cω � �

� ��	�����(�	��	� ��������
 	������ ���� �� �

y
dx

dy
= x((k − 1) + A(x, y, µ)) + yNB(y, µ),

�� ����
� ��	�

A
�
�

B
�	�

C∞ �	��� ������$
Cω (�
����
��  

Aµ(x, y) = O(‖
(x, y) ‖) �
�( �� � 	���

x = yN−1X
 ���
 �� ���� ���
��� �
��

y
dX

dy
= X((k −N) + A(yN−kX, y, µ)) + yC(y, µ),

(�	 � (�
����

C(y, µ) � ���� ��

C∞ �	��� ������$
Cω � �

' ��� ��� ����	�
��� �������
 ��
 � � 	��	���
��� �$ ��� �$���� �

{
Ẋ = X((k −N) + A(yN−1X, y, µ)) + yC(y, µ)

ẏ = y.

��� �(
N = 2k − 2

���

k − N ≤ 0

���� ���� ��� �$���� ��� � �$� �	�
� ��� ����� ��

(0, 0) � ��

k ≥ 3

�
� � ��� �,�$� �	� ��� ��
���	��$ (�	



��

k = 2
� �
 �
$ ���� ���	� �� ���� �

C∞ �	��� ������$
Cω � �
��	��
� � �
�(��

(X(y, µ), y)
���� ���� (�	 ����

µ ∈ K
 
X = Xµ(y)

	��	���
�� �
 �
�����
� �
�(�� �� ��� �	���
 � ' �� (�
����


x(y, µ) = yN−1X(y, µ)
�	������ �

������
 �( �� ���� �
�

���$�
� ���� �	�� ������
 �� ���	�����
 �� ��
�  �� ��
 ��� � ��� �,�$� �	�
� ��� ��
���	��$ � ��� 
�
,��� ��
��	 � ������	 �
 � ��	$ ��� �� 
�	�
� � (�	� (�	

C∞,�������
�� � �(
λ > 0

 �� +	�� �����$ �� ��
� �$
(λ(µ) + f(y, µ))−1  ����
� ��

{
ẋ = x,
ẏ = ykg(y, µ).

� (��	 � �
��	 ���	��
��� ���
��  �� ��
 	����	� ����
g(0, µ) = 1 +

yg(y, µ)
 (�	 ��� �

C∞ (�
����

g

� ���$�
� � 	�� ������
 � �
� ��
yk(1 +

yg(y, µ)) �� ��
 ���
�� ��� ����	�
��� �������
 �
�� �




ẋ = x,

ẏ =
yk

1 − a(µ)yk−1
,

(�	 ��� �
a(µ)

 
C∞ ��� �
��
� �


µ
� ' ��� �� ��� +
� 
�	� � (�	� (�	

C∞ �������
��  �
 ��� ��
�� ���� ��� �� �- ���
�
a(µ)

�� �
 �
��	��
� �(
�� ��
� �� ���� ��� ���	�����
 �� �� �� � �(

λ < 0 �� +	�� ����� $ �� ��
��$ −(λ(µ) + f(y, µ))−1 ����
� �� ��� 
�	� � (�� �





ẋ = −x,
ẏ =

yk

1 − a(µ)yk−1
,

(�	 ��� �
a(µ)

 
C∞ ��� �
��
� �


µ
�

� ����� �� ��� ��� ���� �

�
 ��� (�	� �	 ��� �	����
  �� ���� �(� ��� �	���� �( ��� 	�� ��� �(
��� ��	� � �
 �� ���� �
 �	��	 �� ��� ��� 	����	��

C∞ 
�	� � (�	� � 
	��



���� ��� � � ������ ����� �



�� �
 �� �	�(�	 �� �� ��� ���
x

�
�
y

���	��
��� ���� ���� ���
x, �� ��

�� � ��
��	 � �
�(�� �
{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + A(x, y, µ)),

ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) +B(x, y, µ)),

�� ����

� ��	�
f(x, µ) = xf 0(x, µ), g(x, µ) = xg0(x, µ)

 � (�
����
� �	�
C∞ �
�

λ(µ) 6= 0
 
j∞Aµ(0, 0) = j∞Bµ(0, 0) = 0

 ∀µ ∈ K
�


 �	�� �� ���� ���� ���	� �� ���� �
C∞ ���	��
��� ���
��

ψ : R2×K 7→ R2���� ����
j∞(ψµ − I)(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K

 � ��	�
I

�� ��� ���
���$ ���� �	�
�����  ���� ������ �� ���� �
 � ��$ ����

j∞Aµ(x, 0) = j∞Bµ(x, 0) = 0
 

∀µ ∈ K
� '� �	��� ��� ���� �� ��	� � ��� '�$�	 ����
���
� �


y
 ����
�

�� ���- ���
��
C∞ (�
����
� �


x
� ' �� �	��( 	���� +	�� �
 �
 �
������


�	� ����	� �
 ��� � ���	� �(
yn

(����� �$ �
 ���������
 �( ��	� !� ����
�	�� (�	 	��	���
��
� ���� ��� �, (�	� � ������� �
�� �$ ��
��
�

C∞(�
����
� �
 ��� ��	����� ���� (�	 ���� �� ��� �
�� � 	��� �� ���� �� �

{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + a(x, µ) + yA(x, y, µ)),

ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + b(x, µ) + yB(x, y, µ)),

�� ����

� ���
j∞Aµ(0, 0) = j∞Bµ(0, 0) = 0

 
j∞aµ(0) = j∞bµ(0) = 0

 ∀µ ∈ K
�

'� �����
 � 
�	� � (�	� �� �
 �� ���� �� ���� �( ���	�� �� � ������$
�
��	� �	���

a(x, µ)
�

f(x, µ)

� �� � � ������	 �	��� ���� �
 (��� ���
a(x, µ)

��
 � � 	�� ����  �
 ��� ��
�� ���� �
 �� ��
� �
$ ��� ∞,� �� �(
f� ����	� �
� 
�� ��� �	�����

C∞ 	��������
 � ' �� ��� � ���� (�	
g(x, µ)

�
�� +	�� �	$ � 
��	, ���
���$ �� �	��
��� ���
��

(x, y) = (X(1 + αµ(X), y),
�� ����

�	���
� ��� �� ����
�� �( �
C∞ (�
����


αµ(X) = α(X,µ)
���� �� ��� �


X
�
� ���� � �	� ��� �� �� 	�� ���

a(x, µ)
�
 �� ���� � ����������
� �� ����



�

�
�� �� ���� �
� � 	���
�
x

�
����� �(
X

�����

ẋ(1 + αµ(x)) + xα′
µ(x))

=

xk(1 + αµ(x))
k

(
1 + fµ(x(1 + αµ(x))) + aµ(x(1 + αµ(x)))

)

+xky(1 + αµ(x))
k(Aµ(x(1 + αµ(x)), y).

�� 
�� ������
α(x, µ)

���� ����

(1 + αµ(x) + xα′
µ(x))(1 + fµ(x))

=

(1 + fµ(x(1 + αµ(x))) + aµ(x(1 + αµ(x))))(1 + αµ(x))
k,

�� ����

����
� ��
ẋ = xk(1 + fµ(x) + yÃµ(x, y)),

� ���
j∞Ãµ(0, 0) = 0

� ' �� �������
 �� ���� ��� � ������

α

���� ����
j∞αµ(0) = 0, ∀µ ∈ K

� �	���
� �� ���� ��

(1 + fµ(x))xα
′
µ(x) = [(k − 1) +O(x) +O(αµ(x))]αµ(x) + aµ(x),

�� �� ���	 ���� ���� � ������
 �� ���	�
���� �$ ��� �
����� � �
�(��
����	�� �
' �� ���	��
��� ���
�� �� �� 
�� ���
�� ��� (�	� �( ��� ����
� �����
���
 �( �� ���� ���� ���� �� ���� 	������ �� ���� �� �

{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + yÃ(x, y, µ)),

ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + b̃(x, µ) + yB̃(x, y, µ)),

�� ��
�
� ���

f, g
�� �
 �� ����  

j∞Ãµ(0, 0) = j∞B̃µ(0, 0) = 0
�
�

j∞b̃µ(0) = 0
 

∀µ ∈ K
�

�� ��
��
�� ��� ��	 �$ �	$�
� � �	�
�(�	� ����


(x, y) = (x, Y (1 + β(x, µ))),
�� ���



���� ��� � � ������ ����� ��

(�	 ��� �
C∞ (�
����


βµ(x) = β(x, µ)
���� �� ��� �


x
�
� �( � ����

�� �	��� ���� �� ��
 � � �����
 ���� ���� ��� �	�
�(�	� ����
 �� ��� � �
	�� ���

b̃(x, µ)
�
 �� ��
� � �	���
� $ �
����� �( �  �
� ����

ẏ(1 + βµ(x)) + yβ ′
µ(x)x

k

(
1 + fµ(x) + y(1 + βµ(x))Ãµ(x, y(1 + βµ(x)))

)

=

y(1 + βµ(x))

(
λ(µ) + gµ(x) + b̃µ(x) + y(1 + βµ(x))B̃µ(x, y(1 + βµ(x)))

)
.

�� ��� ���
β(x, µ)

���� ����

b̃µ(x)(1 + βµ(x)) = β ′
µ(x) x

k(1 + fµ(x))

� ���� ��� ���	$ �
C∞ ������
 ���� ����

j∞βµ(0) = 0
� ' ��� $ ���� �
��

ẏ(1 + βµ(x)) = y(1 + βµ(x))(λ(µ) + ygµ(x)) + y2Hµ(x, y)

� ���
j∞Hµ(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K

� �
 ��	�����	

ẏ = y(λ(µ) + gµ(x) + ywµ(x, y))

� ��	�
j∞wµ(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K

�
' �� (�	� �( ��� +	�� �������
 �( �� ��
� ���$� �
���
��� �(��	 ��� �	�
��
(�	� ����
 �� ��� ����
� �� �

{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + yu(x, y, µ)),
ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + yw(x, y, µ)),

�� ����
� ���

j∞uµ(0, 0) = j∞wµ(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K
�
�

f, g
�� �
 �� ��
� �

�� 
�� �	����� �$ �
������
 � ���� ��� ���� �� ��
 � 	��� �� ���� �� �
{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + ynu(x, y, µ)),
ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + ynw(x, y, µ)),

�� ����
(�	 ��� �

n ≥ 1
� �� ���	�� (�	 �	�
�(�	� ����
� ���� ���
�� �� ���� �
�� �

��� ��	 ���	�����
 � ���
n

	������ �$
n+ 1

�



��

�� +	�� �	$
(x, y) = (X(1 +Xk−1ynα(X,µ)), y),

�� �����	���
� ��� �� ����
�� �( �
C∞ (�
����


αµ(X) = α(X,µ)
���� �� ���

�

X

�
� ���� � �	� ��� �� �� ���
��
ynu(x, y, µ)

�
��
yn+1ũ(X, y, µ)(�	 ��� �

C∞ (�
����

ũ

���� ����
j∞ũµ(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K

� �� � 	���
h(x, µ) = uµ(x, 0)

�
����������
� �� ���� �
�� ��� +	�� �������
 �( �� ����  �
� � 	���
�

x
�
�

����� �(
X

 � ����

ẋ(1 + kxk−1ynαµ(x) + xkynα′
µ(x)) + nxkyn−1αµ(x)ẏ =

xk(1 + xk−1ynαµ(x))
k(1 + fµ(x(1 + xk−1ynαµ(x)))+

ynhµ(x(1 + xk−1ynαµ(x))) +O(yn+1)).

��	��
� � ����
O(yn+1)

 �� �� ����� ��� (��� �
� �������
 �

ẋ(1 + kxk−1ynαµ(x) + xkynα′
µ(x)) =

xk
[
(1 + kxk−1ynαµ(x))(1 + fµ(x) + nxkynαµ(x)f

′
µ(x) + ynhµ(x))+

nynαµ(x)(λ(µ) + gµ(x))
]
.

� ��	�����(�	��	� ��������
 �( ��� ��	� � �

yn

���� � ���� �� ���� ��
���� ��� (��� �
� �������
 �

(1 + fµ(x))x
kα′

µ(x) = (n(λ(µ) + gµ(x)) + xkf
′
µ(x))αµ(x) + hµ(x).

� ������
j∞hµ(0) = 0, ∀µ ∈ K

 �� � � � �� ���	�
���� ��� �� ����
�� �( �
C∞ ������


α(x, µ) � ���
j∞αµ(0) = 0, ∀µ ∈ K

�
����������
� �� ���� �
�� ��� ����
� �������
 �( �� ���� �� �� 
�� ���
��
��� (�	� �( �� � ��	��
��� ���
�� �� ���� ��
�� 	������ �� ���� �� ��� �
���	�����


{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + yn+1ũ(x, y, µ)),
ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + ynw̃(x, y, µ)),

�� ����
�( � ���� ��� ∞,� �� �� ��� ��� � �� �
 �� ���� �



���� ��� � � ������ ����� ��

�� ��
��
�� ��� ��	 �
� �	$ � 
��	, ���
���$ �	�
�(�	� ����


(x, y) = (x, Y (1 + Y nβ(x, µ)),
�� ����

�	���
� ��� �� ����
�� �( � ���
C∞ (�
����


βµ(x) = β(x, µ)
���� � �	� ���

�� �� ���
��
ynw(x, y, µ)

�
��
Y n+1w̃(x, Y, µ)

(�	 ��� �
C∞ (�
����


w̃���� ����
j∞w̃µ(0, 0) = 0, ∀µ ∈ K

� �� � 	���
h(x, µ) = wµ(x, 0)

�
����������
� �� ���� �
�� ��� ����
� �������
 �( �� ����  �
� � 	���
�

y�
����� �(
Y

 � ���� �

ẏ(1 + (n+ 1)ynβµ(x)) + yn+1β ′
µ(x)ẋ =

y(1 + ynβµ(x))(λ(µ) + gµ(x) + ynhµ(x) +O(yn+1)).

��	��
� � ����
O(yn+2)

���� ����� ��� (��� �
� �������
 �

ẏ(1 + (n+ 1)ynβµ(x)) =

y(λ(µ) + gµ(x) + ynhµ(x) + (λ(µ) + gµ(x))y
nβµ(x)−

ynβ ′
µ(x)x

k(1 + fµ(x))).

� ��	�����(�	��	� ��������
 �( ��� ��	� � �

yn+1 ���� � ���� �� ���� ��

���� ��� (��� �
� �������
 �

β ′
µ(x)x

k(1 + fµ(x)) = −n(λ(µ) + gµ(x))βµ(x) + hµ(x).

� ������
j∞hµ(0) = 0

 %�� � � � �� ���	�
���� ��� �� ����
�� �( �
C∞ ���

����

βµ(x)

� ���
j∞βµ(0) = 0, ∀µ ∈ K

�
����������
� �� ���� �
�� ��� +	�� �������
 �( �� ���� ���� 
�� ���
�� ���
(�	� �( �� � ' �� ���������� �� �	��
��� ���
��� �� ���� �
� �� ���� �	���
���� ��� �
������
 ��	�� � �� ��
�� �
�� ���� 
��	 ��� �	���


(Xµ)
��

C∞,��
� ����� �� � (�� �$ �
{
ẋ = xk(1 + f(x, µ) + yÂ(x, y, µ)),

ẏ = y(λ(µ) + g(x, µ) + yB̂(x, y, µ)),

�� ����
� ��	� ��� ∞,� �� �� �� �
 �� ���� �
�

j∞Âµ(x, 0) = j∞B̂µ(x, 0) = 0
 

∀µ ∈ K
�



��


�	 ��� �
���
� ��� ��	�
Â(x, y, µ)

�
�
B̂(x, y, µ)

�
 ��� �� ��� ���	���
���
  �� �	����� �
 � � �	� ��
�	� ��
���� � %�� �� ��
��� ��� (�� �$
�� ���� ��

(Xµ + Yµ)
� ��	�

(Xµ)
�
�

(Yµ)
�	� � ���

C∞ (�� ���� �
�
� ��	� ���� � ��� �	 �� ��+
�� �
 � 
���� ��	�� �� �( ��� �	���
  �
�
j∞Yµ(x, 0) = 0, ∀µ ∈ K

� �� 
�� ��
� �� +
� ���$ 
��	 ��� �	��
��
 �

C∞ ������ �	�����
ϕ : R2 × K → R2 � ���

ϕµ(0) = 0
���� ����

(ϕµ)∗(Xµ) = Xµ + Yµ
�
�

j∞(ϕµ − I)(x, 0) = 0, ∀µ ∈ K
�

'� ���� �
�  �� � � ��� ��� �� ���� 
 �� ���� �� � �
 �� ����  � �� � �
�� �
�� �
�	����� � ��	�� ���	

τ ∈ [0, 1]
 ��
����	

(Xτ
µ) = (Xµ + τYµ)

 �
�
��� (�	 � (�� �$

(ϕτµ)
�( �	�
�(�	� ����
� � ��� ��� �	�� �	�$ ����

(ϕτµ)∗Xµ = Xµ + τYµ, ∀µ ∈ K,
�� ����

�
�
j∞(ϕτµ − I)(x, 0) = 0, ∀µ ∈ K, ∀τ ∈ [0, 1]

�
�� 
�� ��- ��� �� ��� (�	 �

τ,��� �
��
� �����	 +��
Zτ
µ

 ���� ����
j∞(Zτ

µ)(x, 0) = 0
 �����($ �
�

[Xµ + τYµ, Z
τ
µ] = Yµ, ∀µ ∈ K,

�� ����
� ��	�

[·, ·] ��
���� ��� ���� %��,�	����� �� �	����
 � �� �	��� ���� ����
�� ��- ���
� �
 ��� 
�� � �� � �  �
 � ���� �� ���

z = (x, y)
 
Z(z, µ, τ) =

Zτ
µ(z)

 
Xµ(z) = X(z, µ)

�
�
ϕ(z, µ, τ) = ϕτµ(z)

�
����� � �
� ��

Zτ
µ
� 
 �������	 �� ��
���	 �� �	�	 � �
 	

ϕτµ
�� 	�

��
∂ϕ

∂τ
(z, µ, τ) = Z(ϕ(z, µ, τ), µ, τ)

�� �� 
�
�� 
 � ������	 �� ��
���	 �� ���	 �
� ���� � �� ���	$ (��� � (	��

j∞(Zτ
µ)(x, 0) = 0

����
j∞(ϕτµ − I)(x, 0) =

0, ∀µ ∈ K
� �� (�	���	� �	� ���� �� ����� ��
�����
 �� ����  � ���� �� ��


� 	��� ��



∂ϕ1

∂x
(z, µ, τ) ∂ϕ1

∂y
(z, µ, τ)

∂ϕ2

∂x
(z, µ, τ) ∂ϕ2

∂y
(z, µ, τ)



(
X1(z, µ)

X2(z, µ)

)
=

(
(X1 + τY1)(ϕ(z, µ, τ), µ)

(X2 + τY2)(ϕ(z, µ, τ), µ)

)
.

�� ���



���� ��� � � ������ ����� ��

'� +
� ��� 	�����
 � ��� �������
 �� ����  �� ����	�
����� �� ��� � ���
	��� ��� ��

τ
�

(
Y1(ϕ(z, µ, τ), µ)

Y2(ϕ(z, µ, τ), µ)

)
=




∂
∂x

(∂ϕ1

∂τ
)(z, µ, τ) ∂

∂y
(∂ϕ1

∂τ
)(z, µ, τ)

∂
∂x

(∂ϕ2

∂τ
)(z, µ, τ) ∂

∂y
(∂ϕ2

∂τ
)(z, µ, τ)




(
X1(z, µ)

X2(z, µ)

)
−




∂(X1+τY1)

∂x
(ϕ(z, µ, τ), µ) ∂(X1+τY1)

∂y
(ϕ(z, µ, τ), µ)

∂(X2+τY2)
∂x

(ϕ(z, µ, τ), µ) ∂(X2+τY2)
∂y

(ϕ(z, µ, τ), µ)








∂ϕ1

∂τ
(z, µ, τ)

∂ϕ2

∂τ
(z, µ, τ)



 .

�� �����
 ���� ���	�����
  �� ��
 � 	���

∂ϕi
∂τ

(z, µ, τ) = Zi(ϕ(z, µ, τ), µ, τ)
�� ����

�
� �$ ����	�
�����
� �� ���� �� ���



∂
∂x

(∂ϕ1

∂τ
)(z, µ, τ) ∂

∂y
(∂ϕ1

∂τ
)(z, µ, τ)

∂
∂x

(∂ϕ2

∂τ
)(z, µ, τ) ∂

∂y
(∂ϕ2

∂τ
)(z, µ, τ)


 =




∂Z1

∂x
(ϕ(z, µ, τ), µ, τ) ∂Z1

∂y
(ϕ(z, µ, τ), µ, τ)

∂Z2

∂x
(ϕ(z, µ, τ), µ, τ) ∂Z2

∂y
(ϕ(z, µ, τ), µ, τ)






∂ϕ1

∂x
(z, µ, τ) ∂ϕ1

∂y
(z, µ, τ)

∂ϕ2

∂x
(z, µ, τ) ∂ϕ2

∂y
(z, µ, τ)




' ��� 	�����
  �������	 � ��� �� ��� �
� �� ����  ���� � ���� �� ���� �� ���
��� � �� �� ���� � � � ���� �� ��� (��� � (	�� �� ���� �$ �
���	����
  � �� �
��� �
� �� �� 
� �

�

�� ��
 ���� ��� ����
λ(µ) < 0, ∀µ ∈ K

� �( 
�� �� � ��� ���
�� �	��
�
�����
 �( ��� �	���� �$ �����$ �
�

(Xµ + Yµ)
�$ −1

� 
�	 ��� ��($ �
�

������
  �� ��
��� ���

x, �� �� ��
M

�
� ��� �����
�� �( ��� �
z ∈ R

2 ��
M

�� ‖ z ‖M � 
	�� 
�� �
 ����
τ ∈ [0, 1]

�	���	�	�$ ��� +��� � �
 �	���
�(

(Xµ + τYµ)
� � � � ��
���� �$

γ(z, µ, τ, t) = γµ(z, τ, t)
�



��

�� � � ��� ���� �������
 �� ���� ��
 ���$ � � ����� �$ ��+
�
� �




Zτ
µ(z) = −

∫ ∞

0

(Fµ(γµ(z, τ, t)))
−1(Yµ(γµ(z, τ, t)))dt, z /∈M,

Zτ
µ(z) = 0, z ∈M,�� ����� ��	�
Fµ(γµ(z, τ, t))

	��	���
��  ��
� �
 �	���
γµ(z, τ, t)

 ��� � ��	�� ���
����
 �( ��� 	����� ��	�����
� �������
 �




d

dt
Fµ(γµ(z, τ, t)) = [Dz(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))](Fµ(γµ(z, τ, t))),

Fµ(γµ(z, τ, 0)) = I. �� ����
�� � � �	��� ����

Zτ (z, µ)
��+
�� �� �


(4.65)
��  � ��$ 
��	 ��� �	���
  

C∞ �
� ∞,��� ��
�
M

� �� �� ���
 ���$ �� ����� ����
Zτ
µ

�����+�� ���
%��,�	����� 	�����
 	����	�� �
 �� ����  ��
�� �������
 �� ���� ��
 ���	$
� � � 	����
 ��

d

dt
(Zτ

µ(γµ(z, τ, t))) =

(Dz(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t)))(Z
τ
µ(γµ(z, τ, t))) + Yµ(γµ(z, τ, t)),

(	�� � ���� �� �� ���	 ����
Zτ
µ

 �� ��+
�� �� ��� �� � ������
 �
' �� �$� �	� ��� ��
�	�����
 ����	��

M
 � ��$ �	��
� ��� �	���
 �
�

���� ��
M

 � � ��� ��	 �� ��$ � �	���� 	�� �
 �	���
� ��� ���
��� �(
Zτ
µ��
�

M
� ' �� �$� �	� ��� ��
�	�����
 ����	��

M
�� ���� ��� �� ����
��

�( ��� �
ν > 0

 
C > 0

���� ���� �
�(�	� $ �

τ ∈ [0, 1]

�
� ∀µ ∈ K
�

‖ γµ(z, τ, t) ‖M< Ce−νt ‖ z ‖M ,
�� ����

(�	 �
 ���� �����
z

�
 ��� �
ε,
���� ��	�� �� �(

M
�

' �� ��+
����
 �
 �� ���� 	����	�� ���� ��� �	����
γµ(z, τ, t)

�� ��� (�	 �
t ∈ [0,∞[

 � ���� � ���� 
�� � � ��� ���� (�	 ��� �������
 �
��	 ��
����	�
����
 � ������	 � ������ �
� �� �
$ �
��	����� �
 ��� � �� � �������	 �(
�� ����  �� ��
 	����� ���� �����	 +�� �$ �
� ���� ���$� �
���
��� 
��	



���� ��� � � ������ ����� ��

��� �	���
 ��� �( � ���� ���
x,��� � �
�
� �� #�	� ���$ (	�� ��� �	���


�
� ���� ����
λ(µ) + g(x, µ) + yB̂(x, y, µ)

���$� �
�(�	� $ 
������� (�	
y
��	 #�	� �
�

x
�
 ��� ���� �	� �(

Xµ + τYµ |M
�

�$ ��� ����
��� �(
K

���	� �� ���� ��� �
λ < 0

���� ����
λ(µ) < λ < 0

 
∀µ ∈ K

� ����� � 
����� ��	�� ��
Vε =]−ε, ε[×V �( ��� �	���
 ���� ����

�

Vε

λ(µ) + g(x, µ) + yB̂(x, y, µ) <
λ

2
.

�
����	 � ��� � (�
����

χ(x)

���� �� #�	� � ��
 |x| ≥ ε
�
�

1 � ��

|x| ≤ η

 (�	 �

0 < η < ε

� � ����� ��� �����	 +�� �� ���� �$ ��� �����	
+�� �





ẋ = χ(x)

(
xk(1 + f(x, µ) + yÂ(x, y, µ))

)
,

ẏ = y

(
λ(µ) + (g(x, µ) + yB̂(x, y, µ))χ(x)

)
,

�� ����

���� ����� �� ���� (�	 |x| ≤ η
�
� �( � ���� ���

x,��� � �
�
� �� #�	� (�	
|x| ≥ ε

� � ������ ��� �$� �	� ��� ���	����	 �
 ���
y,��� � �
�
� �� �	��

��	��� �
 � �
�(�	� ��$ �
� ���� ���� �

Vε

 �� ���� ���$� ���� �
� �
�	���� �� ��� (�	

t→ ∞ �
�� 
�� ���	�� ���	��	���� ��� �	� ��
�� �


‖ (Fµ(γµ(z, τ, t)))
−1 ‖= ‖ Fµ(γµ(z, τ, t)) ‖

|det (Fµ(γµ(z, τ, t)))|
, t ≥ 0,

�� ����
�
� �


‖ Yµ(γµ(z, τ, t)) ‖, t ≥ 0
�� ������� ��	�
� �
 ��� �
���	� �� ����  �� �$�
� ��� ���
��� �( �� ��
�
M

�
' �� ����	��
�� �� ��� �	���
 �( �� ���� �� � ��	���$ 
������� 
��� �	 � ' ���
�


Vε
��� ����	��
�� ��� � ���	 � ��
� ���� �� ��	���$ 
������� � � ��
�

%���� �� !� (�	���  

|det(Fµ(γµ(z, τ, t)))| = exp

(∫ t

0

div (Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, s))ds

)
,

�� ��
�




��

�
� ���� � ��� �� ����
�� �( ��� �
N1 > 0

���� ����

|det(Fµ(γµ(z, τ, t)))| ≥ e−N1t, ∀z ∈ Vε, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K.
�� ���


�	���	  ���
� �� ����  �
� ���� ���� ���	� �� ���� ��� �
N2 > 0

���� ���� �

‖ Fµ(γµ(z, τ, t) ‖ ≤ 1 +N2

∫ t

0

‖ Fµ(γµ(z, τ, s)) ‖ ds,

∀z ∈ Vε, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K
 �� �$ �
�  ���
� � 	�
�� !� �
������$ 

‖ Fµ(γµ(z, τ, t)) ‖≤ eN2t, ∀z ∈ Vε, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K.
�� ����

��� �� ���� �������	 � ��� �� ��� �
� �� ���� 	����� �


‖ (Fµ(γµ(z, τ, t)))
−1 ‖≤ eNt, ∀z ∈ Vε, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K,

�� ����
� ���

N = N1 +N2 > 0
����
� �� �
 ��� �	� ��
� �
 �� ���� �


�	���	  ���
� ��� ���
��� �(
Yµ

��
�
M

 �
� +
�� ���� (�	 �
k ∈ N1

 
���	� �� ���� ��� �

L0(k)
���� ����

‖ Yµ(γµ(z, τ, t) ‖< L0(k) ‖ γµ(z, τ, t) ‖kM , ∀z ∈ Vε, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K,

�� ‖ z ‖M→ 0
� '������	 � ��� �� ���� ���� �� ���� (�	 ����

k ∈ N1

 ���
�� ����
�� �( ��� �

L(k) > 0
���� ���� �
�(�	� $ �


τ ∈ [0, 1]
�

‖ Yµ(γµ(z, τ, t) ‖< L(k) ‖ z ‖kM e−kνt, ∀t ≥ 0, ∀µ ∈ K,
�� ����

�� ‖ z ‖M→ 0
 ����
� �� �
 ��� �	� ��
� �( �� ���� �

�( �� 
�� ������
k ∈ N

���� ����
N − kν < 0

 ���
  ���
� �� ���� �
�
�� ���� �������	 � ��� �� ����  �
� ��� ��  (�	 ����

j ≥ k
 �� ��� �� ����
��

�( ��
���
��
ρ < 0

�
�
A(j) > 0

���� ���� �

‖ Zτ
µ(z) ‖ ≤ A(j) ‖ z ‖jM

∫ +∞

0

eρtdt

≤ −A(j)

ρ
‖ z ‖jM ,



���� ��� � � ������ ����� 
�


�� ‖ z ‖M→ 0
�� �$�
� ���� ��� �
���	� �
 �� ���� ��
��	��� �
� ����

Zτ
µ�� ��� ��
�

M
�

%�� �� �	� ���� �$ �	���
� ���� ��� ��	��� ��	�������� �(
Zτ
µ(z)

� ���
	��� ��� ��

(x, y, µ, τ)
�	� ��� ��
�

M
�� �$�
� ��� �� ����
��� �(

Zτ
µ(z)

�
� �+
� ��� (�
����


Ht(z, µ, τ)
 
z = (x, y)

�� �
Ht(z, µ, τ) = Fµ(γµ(z, τ, t))

−1Yµ(γµ(z, τ, t)).
�� ����

�� � � �	��� ���� ��� ��	��� ��	�������� �(
Zτ
µ(z)

� ��� 	��� ��� ��
x

�
�
y

�	� ����
 �$ �
∂n+mZτ

µ

∂xn∂ym
(z) = −

∫ +∞

0

∂n+mHt

∂xn∂ym
(z, µ, τ)dt, (n,m) ∈ N × N.

�� ����
� �	�(�	� �� ���	�� (�	 ���	��	���� ��� �	� ��
�� �
 ��� ��	��� ��	����
����� �(

H � ��� 	��� ��� ��
x

�
�
y

�

�
 ���	�����
 (�	 ��� ��	��� ��	�������� ∂n+mHt

∂xn∂ym
��
 � � �����
�� �$

�
������
 �

n

�
�
m

	��� ������$� '� ��� ��($ 
������
 �� �� � 	���
Gµ(z, τ, t) := Fµ(γµ(z, τ, t))

� � ���	�
�����
�
Ht

� ��� 	��� ��� ��
x

����� �
∂Ht

∂x
(z, µ, τ) =

(
∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)

−1)

)
Yµ(γµ(z, τ, t))+

Gµ(z, τ, t)
−1

(
∂

∂x
(Yµ(γµ(z, τ, t)))

)
.

�
� �$ �
������
 �

n

 �
� �	���� �
∂nHt

∂xn
(z, µ, τ) =

n∑

k=0

(
n
k

)(
∂k

∂xk
(Gµ(z, τ, t)

−1)

)
∂n−k

∂xn−k
(Yµ(γµ(z, τ, t))).

� ��
� � ��� ��	 �
������
 �

m

 �
� ���� �
∂n+mHt

∂xn∂ym
(z, µ, τ) =

n∑

k=0

m∑

l=0

ck,l

(
∂k+l

∂xk∂yl
(Gµ(z, τ, t)

−1)

)
∂n+m−(k+l)

∂xn−k∂ym−l (Yµ(γµ(z, τ, t))),

�� ����




�

� ���
ck,l =

(
n
k

)(
m
l

) �
�� 
�� ���	�� (�	 ���	��	���� ��� �	� ��
�� �
 ��� ��	��� ��	�������� �(
Yµ(γµ(z, τ, t))

�
�
Gµ(z, τ, t)

−1 � � ������
Yµ(z)

�� ∞,��� ��
�
M

 �	���
�	�$ �� ���� ���$� ���� �
 � ��� ��	�������� � �� (�	 ����

(i, j) ∈ N × N�
�
q ∈ N1

 �
� +
�� � ��
���
�
Li,j(q)

���� ���� �

‖ ∂i+j

∂xi∂yj
(Yµ(γµ(z, τ, t)) ‖< Li,j(q) ‖ z ‖qM e−qνt, ∀t ≥ 0,

�� ����
�� ‖ z ‖M→ 0

� 
�	���	� �	�  �� �	��� �$ �
������
 �

i+j

 
(i, j) ∈ N×N

 
��� �� ����
�� �( � ������� ��
���
��

Ci,j
�
�

Ni,j
���� ����

‖ ∂i+j

∂xi∂yj
(Gµ(z, τ, t)

−1) ‖≤ Ci,je
Ni,jt, ∀t ≥ 0.

�� ����

�	

i + j = 0
 ���� �� ���	 (	�� �� ���� � ���� ��� �� ���� �� �	�� (�	 ���	$

��	��� ��	������� �( �	��	 ��� ���
 �	 ���� ��
Q

� �� ���
 �	��� ����
�� ���� �� ��� ���� (�	 ���	$ ��	��� ��	������� �( �	��	

Q + 1
� � �	�� �
�

Gµ(z, τ, t)
−1 � ��� 	��� ��� ��

x
 �
� ���� �

∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)

−1) = −Gµ(z, τ, t)
−1 ∂

∂x
(Gµ(z, τ, t))Gµ(z, τ, t)

−1,

�
� �
������$ �
∂

∂y
(Gµ(z, τ, t)

−1) = −Gµ(z, τ, t)
−1 ∂

∂y
(Gµ(z, τ, t))Gµ(z, τ, t)

−1.

�$ �
������
 �

i+ j

 �
� ���� ���� (�	
i+ j > 0

�

∂i+j

∂xi∂yj
(Gµ(z, τ, t)

−1) =

−Gµ(z, τ, t)
−1 ∂i+j

∂xi∂yj
(Gµ(z, τ, t))Gµ(z, τ, t)

−1−

∑

b

cb
∂k1+l1

∂xl1∂yl1
(Gµ(z, τ, t)

−1)
∂k2+l2

∂xk2∂yl2
(Gµ(z, τ, t))

∂k3+l3

∂xk3∂yl3
(Gµ(z, τ, t)

−1),

�� �� 
�



���� ��� � � ������ ����� 
��

(�	 ��� � ��
���
��
cb ∈ R

�
� � ��	� ��� ��� �� ����
 ���	 ��� ������
�
���

b = (k1, l1, . . . , k3, l3)
 � ���

kp + lp < Q
(�	 ����

p ∈ {1, 2, 3} �
�$ ���
� � 	�
�� !� �
������$ �� 
�� ���	�� ���	��	���� ��� �	� ��
��
�
 ∂i+j

∂xi∂yj (Gµ(z, τ, t))
 ∀(i, j) ∈ N × N

� 
	�� �� ����  �� �	���$ ���� �

��� �	� ��
� �


Gµ(z, τ, t))
� � �+
� �

H̃t(z, µ, τ) = [Dz(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))](Gµ(z, τ, t)).

� �	������
 �(
H̃t

� ��� 	��� ��� ��
x

����� �

∂H̃t

∂x
(z, µ, τ) = D2

z(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))(
∂

∂x
(γµ(z, τ, t)), Gµ(z, τ, t))+

Dz(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))(
∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)), ∀t ≥ 0.


	�� �� ����  �
� 
�� ���� �

‖ ∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ D1

∫ t

0

‖ ∂

∂x
(γµ(z, τ, s)) ‖‖ Gµ(z, τ, s) ‖ ds+

D2

∫ t

0

‖ ∂

∂x
(Gµ(z, τ, s)) ‖ ds, ∀t ≥ 0,

� ���
D1

�
�
D2

� ������� ��
���
�� � � ������ ��� ���� 
 �����	� �(
Gµ(z, τ, t)

�	� ����
 �$ ��� ��	��� ��	�������� �(
γµ(z, τ, t)

� ��� 	��� ���
��
x

�
�
y

 �
� +
�� �

‖ ∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ D1e

2N2t +D2

∫ t

0

‖ ∂

∂x
(Gµ(z, τ, s)) ‖ ds, ∀t ≥ 0,

� ���
N2

��� � ������� ��
���
� ����
 �
 �� ���� � � ��
� � 	�
�� !� �
������$
���� �� �

‖ ∂

∂x
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ C1,0e

N1,0t, ∀t ≥ 0,

(�	 ��� � � ������� ��
���
��
C1,0

�
�
N 1,0

� '���$ �
������  �� ��
 � �
���� 
 ���� �

‖ ∂

∂y
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ C0,1e

N0,1t, ∀t ≥ 0,




��

(�	 ��� � � ������� ��
���
��
C0,1

�
�
N0,1

� �
� 
�� �	������ �$ �
������

�
 ��� �	��	

i+ j
�( ��� ��	��� ��	�������� �(

Gµ(z, τ, t)
� ��� 	��� ��� ��

x
�
�

y
� � ����	 �	��	 ��	�������� �(

H̃ � ��� 	��� ��� ��
x

�
�
y

�	� ����

�$ �

∂i+jH̃t

∂xi∂yj
(z, µ, τ) = Dz(Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))(

∂i+j

∂xi∂yj
(Gµ(z, τ, t))+

i+j∑

p=1

b(p)∑

l=1

dpl D
p+1
z (Xµ + τYµ)(γµ(z, τ, t))(w

p+1
l ),

�� ���(�	 ��� � ��
���
��
dp ∈ R

�
� � ��	� ����
b(p)

�� ��� � 
���	� 
��� �	
�
� ����

wp+1
l

�� � �����	 �( �
���
p+1 � ��� ��� � �
�
�� ��	��� ��	����

����� �(
Gµ(z, τ, t)

� ��� 	��� ��� ��
x

�
�
y

�( �	��	 �� � ���
i + j − 1

�
� ��
� � 	�
�� !� �
������$ �
 � ��� ��	 ��$ �� � �(�	�  �
� ��
 ����  
(�	 ����

i+ j
 
(i, j) ∈ N×N

 ��� �� ����
�� �( � ������� ��
���
��
Ci,j

�
�
N i,j

���� ���� �

‖ ∂i+j

∂xi∂yj
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ Ci,je

N i,jt, ∀t ≥ 0.
�� ����

����������
� �� ���� �
 �� ��
�  ��� ��� �	� ��
�� �
 �� ���� �
���� (��� �$
�
������
 �
�$ ����������
� �� ���� �
� �� ���� �
 �� ����  �
� +
��  �� ‖ z ‖M→ 0

�

‖ ∂
n+mHt

∂xn∂ym
(z, µ, τ) ‖≤

n∑

k=

m∑

l=0

ck,le
ρk,lt ‖ z ‖qk,l

M , ∀t ≥ 0,
�� ����

(�	 ��� � ��
���
��
ck,l > 0

�
� � ��	� (�	 ����
(k, l)

 
qk,l

�� �����
 ����
����

ρk,l := Nk,l− qk,lν < 0
� �� (�	 ����

(n,m) ∈ N×N
�
�

k ∈ N
 ���	�

�� ���� � ��
���
�
Akn,m

�������	 � ��� � ��
���
�
ρkn,m < 0

���� ���� �

‖ ∂
n+mHt

∂xn∂ym
(z, µ, τ) ‖≤ Akn,me

ρk
n,mt ‖ z ‖kM , ∀t ≥ 0.

�� ����
�
 ��	�����	 ��� �
���	�� �
 �� ���� �
���� ��
��	��� �
� � ��	���
��	�������� �(

Zτ
µ

� ��� 	��� ��� ��
(x, y)

�	� ��� ��
�
M

�



���� ��� � � ������ ����� 
��

%�� �� 
�� ��� �� ��� ���� � ��	� �� ��� ��	��� � ��� 	��� ��� �� �
�
�( ��� ��	�� ���	�

(µ1, . . . , µp, τ)
� %��

µ ∈ {µ1, . . . , µp, τ}
 �� ���	�� (�	

���	��	���� ��� �	� ��
�� �
 ��� ��	��� ��	�������� �(
H � ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
�� �	��� �

∂n+m+rZ

∂xn∂ymµr
(z, µ, τ) = −

∫ +∞

0

∂n+m+rHt

∂xn∂ymµr
(z, µ, τ)dt.

' �� ��	�������� �(
H � ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
�	� ����
 �$ �

∂n+m+rHt

∂xn∂ym∂µr
(z, µ, τ) =

∑

i

ci

(
∂i1+i2+i3

∂xi1∂yi2∂µi3
(Gµ(z, τ, t)

−1)

)
∂n+m+r−(i1+i2+i3)

∂xn−i1∂ym−i3∂µr−i3
(Yµ(γµ(z, τ, t))),

�� ����� ��	� ��� ��� �� ����
 ���	 ��� ������ �
���
i = (i1, i2, i3)

 � ���
i1��	$�
� (	��

0
��
n

 
i2

(	��
0

��
m

�
�
i3

(	��
0

��
r

�
�� � � ��� ��	 �� � � 
������	$ �� ���� ��� �	� ��
�� �
 ��� ��	��� ��	����
����� �(

γµ(z, τ, t)
� ��� 	��� ��� ��

µ
� �� �	���  (�	 ����

k ∈ N1

 ���
�� ����
�� �( � ������� ��
���
��

C̃k
�
�

Ñk

���� ���� �

‖ ∂k

∂µk
(γµ(z, τ, t)) ‖≤ C̃ke

Ñkt, ∀t ≥ 0.
�� ����

� �+
� ��	�(�	�
V (z, µ, τ) = (Xµ + τYµ)(z).

�� ����
� �	������
 �(

V (γµ(z, τ, t), µ, τ)
� ��� 	��� ��� ��

µ
 ���� �� �

∂

∂t

(
∂

∂µ
(γµ(z, τ, t))

)
=

∂

∂µ
(V (γµ(z, τ, t), µ, τ)) =

DzV (γµ(z, τ, t), µ, τ)(
∂

∂µ
(γµ(z, τ, t))) +DµV (γµ(z, τ, t), µ, τ)(1),




��

� ��	�
DzV

��
���� ��� ����	�
��� �(
V � ��� 	��� ��� ��

z = (x, y)
�
�

DµV
��
���� ��� ����	�
��� � ��� 	��� ��� ��

µ
� ' ��	�(�	� �

∂

∂µ
(γµ(z, τ, t)) =

∫ t

0

(
DzV (γµ(z, τ, s), µ, τ)(

∂

∂µ
(γµ(z, τ, s)))+DµV (γµ(z, τ, s), µ, τ)(1)

)
ds,

$��� �
� �

‖ ∂

∂µ
(γµ(z, τ, t)) ‖≤ Ω0t+ Ω1

∫ t

0

‖ ∂

∂µ
(γµ(z, τ, s)) ‖ ds,

(�	 ��� � � ������� ��
���
��
Ω0

�
�
Ω1

� � ��
� � 	�
�� !� �
������$ ��
+
� �

‖ ∂

∂µ
(γµ(z, τ, t)) ‖≤ C̃1e

Ñ1t, ∀t ≥ 0,

(�	 ��� � � ������� ��
���
��
C̃1

�
�
Ñ1

� �
 � ����$ �
������ ��$ �� � ��
(�	�  �
� ��
 �	����� �$ �
������
 �� ��� � �� ��� ��� �	� ��
�� �
 �� ���� �
� ��
� �� ���� �
� �� ���� �
� ��� �
+
���$ ���
��� �(

Yµ(z)
��
�

M
 �
�

��
 ��	�($ �$ �
������
  (�	 ����
q ∈ N1

�
�
(i, j, k) ∈ N3  ��� �� ����
��

�( ��
���
��
Li,j,k(q)

���� ���� �

‖ ∂i+j+k

∂xi∂yj∂µk
(Yµ(γµ(z, τ, t)) ‖< Li,j,k(q) ‖ z ‖qM e−qνt, ∀t ≥ 0,

�� ����
�� ‖ z ‖M→ 0

� 
�	��� �� �� 
� ���$� ���� � ��
 �� ���� � ��� ��	�
�
��	��� ��	�������� �(

Gµ(z, τ, t)
�
�

Gµ(z, τ, t)
−1 � ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
�

� � � �(�	�  �� ����� � �$ �
������
 ���� (�	
t ≥ 0

�

‖ ∂i+j+k

∂xi∂yj∂µk
(Gµ(z, τ, t)

−1) ‖≤ Ci,j,ke
Ni,j,kt,

�� ����
(�	 ��� � � ������� ��
���
��

Ci,j,k
�
�

Ni,j,k
� ���

i+ j+ k ≤ Q
�
� �	���

���� �� ���� ��� ���� (�	
i + j + k = Q + 1

� � ��
� ��� ��� �	� ��
�� �

�� ���� �
� �� ����  �
� +
�� �
 ��� �	� ��
� �
 � ��	��� ��	�������� �(

H



���� ��� � � ������ ����� 
��

� ��� 	��� ��� ��
(x, y, µ)

�
 � ����$ ��� ��	 ��$ �� � �(�	� ���� �������
�
�� ���� �
� �� ����� �
���	��	���� ��� �	� ��
�� �
 ∂i+j+k

∂xi∂yj∂µk (Gµ(z, τ, t))
 ∀(i, j, k) ∈ N3 ��
 � �

(��
� �$ ���
� � 	�
�� !� �
������$� � �	�(�	� �
� 
���� � (�	��� (�	
��� ��	��� ��	�������� �(

H̃t
� ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
� ' ��� (�	��� ��


� � ������� �$ �
������
 �
 ��� �	��	 �( ��� ��	��� ��	�������� $��� �
� �
∂i+j+kH̃t

∂xi∂yj∂µk
(z) = DzV (γµ(z, τ, t), µ, τ)(

∂i+j+k

∂xi∂yj∂µk
(Gµ(z, τ, t))+

i+j+k∑

p=1

b(p)∑

l=1

d
p

l D
p+1
zµ V (γµ(z, τ, t), µ, τ)(w

p+1
l ),

�� �� 
�� ��	�
dpl ∈ R

 ����
b(p)

�� ��� � 
���	� 
��� �	  
V

�� ��� (�
����
 ���
+
�� �
 �� ����  

Dp+1
zµ V

�� � ����	�
��� �(
V

�( �	��	
p + 1 � ��� 	��� ���

�� ��� ��	�����
�
z = (x, y)

�
�
µ

�
� ����
wp+1
l

�� � �����	 �( �
���
p + 1

���� ��
���
� �� ��� � �
�
��  ��� ����	
1

 ��	��� ��	�������� �(
Gµ(z, τ, t)

� ��� 	��� ��� ��
(x, y, µ)

�( �	��	 �� � ���
i + j + k − 1

�
�
��	��� ��	�������� �(

γµ(z, τ, t)
� ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
�( �	��	 �� � ���

i+ j + k
�

� ������ ��� ���� 
 �����	� �(
Gµ(z, τ, t)

�	� ����
 �$ ��� ��	��� ��	����
����� �( �	��	

1
�(
γµ(z, τ, t)

� ��� 	��� ��� ��
x

�
�
y

 ���	$ ��	��� ��	����
����  � ��� 	��� ��� ��

(x, y, µ)
 �(

γµ(z, τ, t)
�( �	��	

i+j+k � ���
i+j > 0��		��� �
�� �� � ��	��� ��	�������� �(

Gµ(z, τ, t)
�( �	��	

(i+ j − 1) + k
�

" ���
� ��� �( (�	��� �� �� 
� �
� ���
� ��� ��� �	� ��
�� �
 �� ����  �
�
�� ��� �� �	���  �$ �
������
  �
 ��� �	��	 �( ��� ��	��� ��	��������  
�
� ���
� � 	�
�� !� �
������$ (�	 ����

(i, j, k) ∈ N3

 ��� �� ����
�� �(
� ������� ��
���
��

Ci,j,k

�
�
N i,j,k

���� ���� �

‖ ∂i+j+k

∂xi∂yj∂µk
(Gµ(z, τ, t)) ‖≤ Ci,j,ke

N i,j,kt.
�� ���

'���$ ��� ��	 �	��� �
�� ��
 � � ���� �(  �
����� �( ���������$ ��	�� �
�
� ��� 	��� ��� �� � ��� �

µ ∈ {µ1, . . . , µp, τ}
 �
�  �� ���� ����  � ���� �


����	�	$ ������ (	��
(µ1, . . . , µp, τ)

�




��



������� �

�� 	�� � �� �����	 �� � � �� ��� � ����

��� �� �����	

�
 �
�� �� �� �	���
 ���� � ��� ���
��
 ,����� �$�� ��
 �	����� �� ��
�$��� 
�� ����	�� �$ #�	�� �( ��� 	����� �� ���
 �
���	� � � �	�(�	�  �
�
��
 ��
����	 �
 �
(�� �
�  ����
� �
� ��

�����
 �( ��� ,����� �$��
�
�	���
  ���� �� ��
�	�� �
� �( �� ��� �
���
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�
� �
 �������
 ����+��

�
 ���	� ��
�	�� ��
�����
 ��
��	
�
� ��� ��	�������� �( ��� �	�
�����

� ��� ��
� ��� �����,��

�����
�  � ���� �� � � �� ���($ ���	 �
 � ' ��
�� �� �$���  �	������ �(��	 � �	��	�����
  ���� �	� 
�� ����	�� �$ #�	��
�( ��� �� ���
 �
���	� �	� ��� ���� 
��	 ��� �� �����  ��� ��� �� � �	 ��� �
'� ����� � ����� 
������	$ ��
�����
� �
 �
 �
(���
� ��
 � � ����� �
�
����� � ' ��� ������	 � � �	���
� 
������	$ ����
����� �
 �	��	 �� �����
��� 	����	�� ��
�	�� ��
�����
� �
 �� ���+� ���� ��� � %�� �� +	�� 	�� ���
��� � ��� �
��	$ 
����
� �
� �� ���($ ��� 
������	$ ��
�����
� �

� �� �	���� ��� �	�	����� ���������

�� ��� � ��� � �	��	�����
� �( � �� ���
��
 �$���� � �

(X(µ,ε)) :

{
ẋ = −∂H

∂y
+ εf,

ẏ = ∂H
∂x

+ εg,

�� �
�

��





�

� ��	�
H(x, y), f(x, y, µ, ε), g(x, y, µ, ε)

�	�
C∞ (�
����
�  

ε
�� ��
����

�	�� �� ���� �� � � ������� ����� �
�
µ

��	��� �
 ��� � ��� ���� ������
K ⊂ Rp � 
�	���	 �� ���	������

µ = (µ, ε)
�

�� ���� ��� ���� ��� ��� �(
X(µ,0) = XH

��
���
� 
 � ���� 
		����� ��
��� �$ � �$� �	� ��� ,����� �$�� L �� �
 
 ���	� � �
 � � � �	�� �
�

��� �� � ������ �( ��� ��
� + �� �$ ����� �	���� �(

XH
� ' �� �$�

� �	� ��� ,����� �$�� ��
����� �( ��� �����,��

�����
�
Γ1

�
�
Γ2

�
�
��� �$� �	� ��� ������

s1

�
�
s2

���� ����
s1 := α(Γ1) = ω(Γ2)

�
�
s2 := α(Γ2) = ω(Γ1)

� �� ��� ���
H

�� � � #�	� �
 ���
2,����� �$�� �
�

��	���$ � ������� �
 ��� 
��	�$ ����� �	���� �
� ��- ��� �	���� �� �� ����$ ��� 
��� �	 �( �� �� �$��� �(

X(µ,ε)

����
��
 � � (��
� (�	

µ ∈ K
 
ε


��	 #�	� �
�
(x, y)

�
 � 
����� ��	�� �� �( L �

s1
s2

L Γ2

Γ1


 ���	� � �
 � � ,����� �$� $ �
� �
 ��� � ��
��	$ �( � � �	�� � �

��� �

�
 ����$�
� ����� �� �� �$���  �
� ��
����	� ��� ����	�
�� � �� 
��	 ���
� �	�� � �

��� � �
 +	�� �	��	 ���	�� �� ����
 � ��� 	��� ��� ��

ε
 �� �� ����


�$ ��� � ���
	 �	�� �
��

Iµ(h) = I(h, µ) =

∫

γh

fdy − gdx,
�� ��

� ��	�
γh

�� ��� 	����	 �	��� �
 ��� �

��� �
 � ����
H

����� ��� ��
�
���
� ����

h
� %�� �� � ��� ���� � �	� �	����� �

����� ������
�
Σ1

�
�
Σ3

 
��	
s1

�
�
s2

	��� ������$ �	�
���	�� ��



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 




Γ2

� � �
��� �$
u

�
�
z

 ��� 	����	 ��	�� ���	� ���� �� ��	�� ���	���
Σ1�
�

Σ3

 � ���
Γ2

	��	���
��� �$
u = 0

�
�
z = 0

� � �� ��	 ��� ��� ������
�
Σ2

�
�
Σ4

 
��	
s1

�
�
s2

	��� ������$ �	�
���	�� ��
Γ1

�
� ��	�� ��
��	���� �$ 	����	 ��	�� ���	�

v
�
�

w
	��� ������$ � ���

Γ1

	��	���
���
�$

v = 0
�
�

w = 0
 ��� 
 ���	� � � �

�
����	 
�� ��� 	����	 �	�
�����
 � ���
R2
µ

(	��
Σ1

��
Σ3

��
�
Γ2�
�

R1
µ

(	��
Σ2

��
Σ4

��
�
Γ1

� %��
D1
µ

�
�
D2
µ

� � ��� ��	
�	 ��������

��	 ��� �����

s1, s2

	��� ������$ ��� 
 ���	� � � � �  ����� �	�
�����

� ��� �	� ���	����� �
 (�
����
 �( ��� �����
 	����	 ��	�� ���	 �
 ���
������
�

Σi

 
i = 1, . . . , 4

� ' ��$ �	� �
$ � ��$ ��+
�� � �� ��
ε

�� ���
�����
 	����	 ��	�� ���	 ���� �� � � ������� ����� �

D1
µ D2

µ

R2
µ

Σ3, z

Σ4, wΣ2, v

Σ1, u

R1
µ

s1 s2


 ���	� � � � '	�
�����
 � ��� 
��	 � ,����� �$�� �
' �� ����	�
�� � ��

∆
�� � ��$ ��+
�� �� �

∆(u, µ) = ∆µ(u) = ∆2(u, µ)− ∆1(u, µ),

(�	
u > 0

 � ���

∆1(u, µ) = ∆1
µ(u) = R1

µ(u) ◦D1
µ, ∆2(u, µ) = ∆2

µ(u) = D2
µ ◦R2

µ(u).

��� ��� �� �� �$��� �(
Xµ

���� ��
 � � (��
� �
 � 
����� ��	���� �( L  (�	
µ


��	
(µ0, 0), µ0 ∈ K

 ��		��� �
� �� ��� � ������� #�	��  ���� ��
u = 0

 
�(

∆µ(u)
� ���

µ
��	$�
� ���� ��

(µ0, 0)
�

�� ���� ����
∆

��  �
 +	�� �	��	 ���	�� �� ����
 � ��� 	��� ��� ��
ε

�
�







(�	
h > 0

 � ���
 �$ ��� �� ���
 �
���	� �� �� �
�� � ' ��� (��� � (	�� ���
(��� ����

∆
�� 	����� �� ��� 	���	
 � ��

P (w, µ) = Pµ(w)
�


Σ4

�
 ���
(��� �
� ��$ �

Pµ ◦ ∆1
µ = ∆2

µ���� ����  �( �
� ��+
��
δ(w, µ) = δµ(w) = Pµ(w) − w

 ���


∆(u, µ) = Pµ ◦ ∆1
µ − ∆1

µ = δµ ◦ ∆1
µ.

�� ���
� �����
�

w
�$
h

�
 ��� ��	�� ��	������
 �(
Σ4

 � ��	�
h

��
���� ��� ����
����
 �$

H
 
δ

��
 � � � 	����
 �� � (�
����
 �(
h

� �� �� ��
�	�$ �
�� 

���� (�	

h > 0
�

δµ(h) = εIµ(h) +O(ε2),
���� (�	 �
���
�� �
��� � �
 ��� ����	 ��
� (�	

ε = 0
 
Xµ

��� � � �	�� �
�

��� 
��	 L �� �$�
� ����

∆ = ε∆.
�� ���

�� ��� ��	�
� ��	� � �( +	�� �	��	 �

ε

�
 �������
 �� ���  �
� ���� �

∆(u, µ, 0) = Iµ(h),
�� ���

� ��	�
Iµ(h)

�� ��� �� ���
 �
���	� �� �� ����
 ���	 ��� ��� ��	��
H = h�����
� ��	���� ��� � ��
�

w = ∆1
(µ,0)(u)

�

Σ4

�
�
� ��
 ��� �
���( � �����	 ���� +	�� �	��	 ���	�� �� ����
 �( ��� ����	�
�
�� � ��  ����
 �
 �� ���  ����� �
���� �
(�	� ����
 �� �	��� �� �� �$���

��	 L � �
 ��� ���� � ��	� L �� � �����, � �� ���� 	����� �� � � �	�� ��� �
������	 (�	 ��� ,����� �$�� ���� � ��	��� �	�
�(�	 (	�� 	����� �
 ���
#�	�,��� �(

Iµ(h)
�� ��� 	����� �
 ��� ��� �( �� �� �$��� �� 
�� ���$�

� ����� � �� �� ������ �
 �
�� �
" �	� �	����$ ��

(Xµ)
� � �
 �
(���
� �( � ��� ���
��
 �����	 +��

XH

��� �
 �� �
� ���� ����
XH

��� ��� � � �	��� �

��� � ��
��� �$ �
2,����� �$�� ��� �
 
 ���	� � �
 � ���� ���

µ
��	��� �
 ��� � 
����� ��	��� �

�(
(µ0, 0)

 
µ0 ∈ K

 ��
�� ��� �
(�� �
� �� � � �	��	�����
 �( ��� � �� ��
��
��


X(µ0,0) = XH
� � (��	 � �	�
�����
 �
 ��	�� ���	 �����  �
� ��




���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 

�

���$� ���� ��� ����
µ0 = 0

� ���� ��� ���� ��� �
(�� �
� ����� �
� ��
�

�����
 ���$

Γ2� �
�	���
 � ' ��
 �
 �
��  �� �� �	���
 ���� �( ��� �
(���
�
�� ��
�	�� �
� �( �� ��� �
���
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 �����($ �
� �
 �� �	� ��
�	�� ��
�����
 ��
�

��	
�
� ��� ����
� ��	�������� �� #�	� �( ��� �	�
�����
 � ���
R1
µ

�
�
R2
µ

 
L ��
 �	� ���� (��	 �� �� �$��� � ������	 � ������ ��� ����� �
���
 �( ���
�
(�� �
� ��

4
 ��� 	����� �� ���
 �
���	� ��
 ���� �� � ���

3
#�	�� ����

��(�	���� (	�� {h = 0} �
�
µ


��	 #�	� �
%�� �� �����
 � ��� �� � ��
� �$

(Xµ)
� ��
� � ��
�	�� �
(�� �
� �( �����

� �
���

4

�
� �� ���($ ��� ���	� ��
�	�� ��
�����
 ����
(Xµ)

��� �� �����($�
�
����	 ��� 	����� �� ���
 �
���	�

Iµ(h)
��+
�� �
 �� �� � ' �� (�� �$

Iµ(h)
 
µ

��	$�
� �
 � 
����� ��	��� � �(
0

 ��� � � ��� ��	��� �
��	 �

log u

 ��� (�	 ���� �� �
�� � ' ��� � ��
� ���� �( �� ��
����	 {fi}i∈N
� ��� �

f0 = 1, f1 = h log h, f2 = h, f3 = h2 log h, f4 = h2, . . .

���
 ���	� �� ���� � (�	� � ������� �
� �(
Iµ

��
h = 0 � ��� 	��� ��� ��

���� ���� �
Îµ =

∞∑

i=0

αi(µ)fi,

� ��	� �
αi(µ)

�	� �� ���� � ' �� �
��� �( ��� +	�� 
�
,#�	� �� �- ���
�
αi(0)

�� ���� ��� ����� 	���	 ��
Iµ

� �
� ��
 ���� ���� ��� 
��� �	
�( #�	�� �(

Iµ
���� ��(�	���� (	�� {h = 0} �
�

µ

��	 #�	� �� �� � ���

��� �� ��� �
���
 �(
Iµ

� ' ��� �� � ��� �� ���������
 �( ��� ��,����
��	������
,��� ����
 ���	���� �� �� ��� ��	�� �
 ���  ��� ��� �
�� �
�( ��� �� ���
 �
���	�

Iµ
�� �( ����� �
���


k
 �� ��$ ���� �� �� � 	 ��� �(

��� � ��
µ 7→ (α0(µ), . . . , αk−1(µ))

�� � � �� ���� �	���
 �� #�	� �(
Rp �
��

Rk � ���
k ≤ p

�
' �� �
(�� �
�

(Xµ)
�� ���� �� � � � 	 ��� �� ����� 	���	

4
�( ��� 	�����

�� ���
 �
���	�
Iµ

�� ��
�	�� �( ����� �
���

3

� 
�	 � ��
�	� ��+
����

�( ��� ����� �
���
 �( ��� �
(���
�

(Xµ)
 �� 	�(�	 �� �
�� � �
 ��	�����	 �(

��� �
(�� �
�
(Xµ)

�� ��
�	�� �( ����� �
���

4

 ���
 ��� 	����� �� ���






�

�
���	� 	���� �

Iµ(h) = p(µ) + q(µ)h log h+ r(µ)h+ s(µ)h2 log h +O(h2),
�� ���

(�	 ��� �
p, q, r, s

�� ���� �

µ

 � ���

p(0) = q(0) = r(0) = 0, s(0) 6= 0.
�� ���

" �	����	 ��� � ��
µ 7→ (p(µ), q(µ), r(µ)),

�� ���
��� �� � � � � �� ���� �	���
 �� #�	� �(

R
p �
��

R
3  � ���

p ≥ 3
� �
 ��	����

� �	 ���� � ��
� ���� �� ���� (��	 ��	�� ���	� �
ε

����
 �
�� �����
�� �	�

����� (�	

(Xµ)
� ��
� � ��
�	�� �
(�� �
� �(

XH

�( �� ��� �
���
 � �
������	  	�(�		�
� �� �
��  �� ���� � ��� 
���	� �� ��
����	 ��
�	�� �
�
(�� �
�� �( ����� �
���


3 � ���
5

��	�� ���	� �
µ ∈ R4 �
�

ε� ���� ����

µ 7→ (p(µ), q(µ), r(µ), α1(µ))
�� ���

�� � � �� ���� �	���
 �� #�	� � � �	� ��� ���- ���
�
α1(µ) := α1(µ, 0)

��
��+
�� ���� ���� ��� 	����

r1(µ)
�( ����
����� �( ��� ����� �(

Xµ

$ �
�

��	

s1
�����

r1(µ) = 1 + εα1(µ).
�� ���	� �	� ��� ����	�
� �$� �� �( ��
�	����$ ��	�  �� ��� �	 �� ��� � �
 ���
���� �� ���� �� � � �	��� �
 ���� ������	  �� � � ��� ��
�����
 �� ��� �
%�� �� 
�� �� ���($ ��� ���	� ��
�	�� ��
�����
 ��
��	
�
� ��� �	�
���
���
 � ���

R1
µ

�
�
R2
µ

� �
 ������
 � ��  �� ���� ���� � ��� �	�
�����
 � ���
R1
µ

�
�
R2
µ

 � ��
 ���	����� �
 ���	��	���� 
�	� ��#�
� ���	��
���� 
��	
��� ������  �	� ��� ���
���$ � �� (�	

ε = 0
� �
 ��	�����	

R1
µ(v) = v + ε(−β1(µ) + γ1(µ)v + η1(µ)v2 +O(v3)),

�� �
��
� ��	�

β1, γ1, η1

�	�
C∞ �
 ��� ��	�� ���	

µ = (µ, ε)
�
�

R2
µ(u) = u+ ε(−β2(µ) + γ2(µ)u+ η2(µ)u2 +O(u3)),



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 

�

(�	 ��� �
β2, γ2, η2 C

∞ ��� �
��
� �
 ��� ��	�� ���	
µ = (µ, ε)

� ������	
� ������

Γ2

���$� �
�	���
  
β2(µ) = 0, ∀µ  �
� �(��	 � �	(�	� �
� � ��	��

� ���	 ��� �
��
� �� �	��
��� ���
�� �

u

 �
� ��
 ���� ��� ����
γ2(µ) = 0$��� �
� �

R2
µ(u) = u+ ε(η2(µ)u2 +O(u3)),

�� �

�
� ���

η2

 
C∞ �


µ
� ' �� ��� ��
�	�� ��
�����
 
�� 	����

η2(0) 6= 2η1(0).
�� �
�

'� ���	� ��  �� �� ������ ��� �
� ���� ��	�($ ��� 	����	�� ��
�����
�
�� ���  �� ��� �	 �� ��� �
� �� �
� �
 �	������ �
' �� ��
�����
� �� ���  �� ��� �	 �� ��� � ��
��	
 ��� �� ���
 �
���	�

Iµ(x)��+
�� �
 �� �� � ��
��
� �� ��� �$���� �� �
� � �
 ��� ��������
� ��
�
��	
�
� ��� �� ���
 �
���	�  �
� ��
 (�	 �
���
�� 	�$ �
 ��� � ���	�,
���� �������
� �
 �	��	 �� ������� ��� ����	�� ���- ���
�� �
' �� ���- ���
�

p(µ)
 ��+
�� �
 �� ���  ��
 ����$ � � �������� �
�� ��	�� ��

�	������
� (�	
Γ1

�
�
Γ2

�	� �
�� 
 �

p(µ) = Iµ(0) =

∫

Γ1

fdy − gdx+

∫

Γ2

fdy − gdx,
�� �
��

� ��	� ��� �����,��

�����
�
Γ1

�
�
Γ2

�	� $ �
� �
 ��� ��	��
H = 0

 
� ���� �� ����	��� �(

H
�� � � �$
�� �� � � ������

Γ2

���$� �
�	���
 �

��� �
(�� �
�  ��� �
���	� �
 �� �
�� ����
 ���	

Γ2

�� #�	� ���� (�	 �
���
��
�� 
�� ���� ����

p(µ) =

∫

Γ1

fdy − gdx.

�
����	 
�� ��� ���� � ��	� ���	� �� ���� ��� � ��	��
µ = γ(ε)

�
 ��	��
� ���	 ����� � ���

γ(0) = 0
���� ���� ��� ��

�����


Γ1

���$� �
�	���

�
���� ��� ���(�� �$

(Zε) = (X(γ(ε),ε)).' ��� �� ��� ���� � ��
 ���	� �� ���� ��� �
i0 ∈ {1, . . . , p} ���� ����

p(0) = 0
�
� ∂p

∂µi0
(0) 6= 0,

�� �
��





�

��� (�	 �
���
�� �
�� �
' �� (�� �$

(Zε)
��� � ,����� �$�� (�	 ����

ε > 0
��- ���
�$ �� � �

' �� ����
� ��	�������� �� #�	� �( ��� �	�
�����
 � ��� ��
� � ��� �����,��

�����
�
Γ1

�
�
Γ2

� � �
$ ��� �
� �

ε

� �
 ��	�����	  � ���
� ��
�� �
�� �
� �� �

�  ���$ �	� ����
 �$

d2R̃1
ε

dy2
(0) = εη̃1(ε),

�� �
��
�
�

d2R̃2
ε

dx2
(0) = εη̃2(ε).

�� �
��
� ��	�

R̃1
ε , R̃

2
ε

�
�
η̃1, η̃2

�	� ��� 	��� ������ 	���	�����
� �(
R1
µ, R

2
µ

�
�
η1, η2�
 ��� ��	��

µ = γ(ε)
�
 ��	�� ���	 ����� � �
 ��	�����	 � ������

γ(0) = 0
�

η̃1(0) = η1(0)
�
�

η̃2(0) = η2(0).

' ��� � ��
 �� �
�� �� �����+��  �
� �� ��� �� ������� ��� �� �- ���
��
η1(0)�
�

η2(0)
�
�� ��� +	�� �
� ����
� ��	������� �� #�	� �(

R̃1
ε

�
�
R̃2
ε

�	�
�
�� 
 �� �� �	��	

O(ε2)
� �� 
�� ��
��
�� �$ �	����
� ��� �	�
�����


� ��� ��
� � �����,��

�����
 � ����
 � (�� �$ ���� ����� ��� �����,��

�����
 �
�	���
 � %�� �� ���	� �$ 	�(	����
� ��� � �( ��� � ��
 �����
��
��	
�
� �	�
�����
 � ��� �

� �� ��������� � ���

' ��� ������
 �� � ��
� �� 	��� ��� � ��� �
��	$ 
����
� ��
��	
�
� ���
�	�
�����
 � ��� �
� �� ������� ����	 +	�� �
� ����
� ��	������� � %�� ��
���	� � ��� 	����
� ��� ��+
����
 �( � �	�
�����
 � �� �( � ��
�	 ��� �
� �
��� �$

X
�
C∞ ��
�	 �����	 +�� � ��� ��� φt(v), v ∈ R2 � ��
�

�
� ����




d

dt
(φt(v)) = X(φt(v)),

φ0(v) = v.



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 

�

'��� ��� ������
�
Σ1

�
�
Σ2

�	�
���	�� �� ��� ��� �(
X

� ���� ��� ����
ψi = (fi, gi) : Ii ⊂ R 7→ Σi

�� � 	����	 ��	�� ��	������
 �(
Σi

 (�	
i = 1, 2

�
%��

p = (f1(s1), g1(s1)) ∈ Σ1

�
�
q = (f2(s2), g2(s2)) ∈ Σ2

�
� ����� �
���� ��� �	���

φt(p)
	������

q
�
 +
��� ��� �

τ0
� ' ��
 ���

C∞ (�
����


θ(s, s′, t) = φt(ψ1(s)) − ψ2(s
′)

�� �
��
��� � #�	� �


(s, s′, t) = (s1, s2, τ0)
� � ������

Σ2

�� �	�
���	�� ��
X

�
�
���

ψi
�	� 	����	  

∣∣∣∣∣
f ′

2(s2) X1(q)

g′2(s2) X2(q)

∣∣∣∣∣
�� 
�� ���� �� #�	� � �� (��� � (	�� ��� �� ����� (�
����
 ����	�� ����
���	� �� ���

C∞ (�
����
�
T, τ

��+
�� �
 � 
����� �	��� � �(
s1

���� ����

θ(s, T (s), τ(s)) = 0,
�� �
��

�
�
T (s1) = s2

 
τ(s1) = τ0

�
' �� (�
����


T (s)
�� ���� �
  ��
	�����	 � 
� ��

X
� ���

Σ1

��
Σ2�� ��� � �	 �
  �
 �� 	 �
�
� ���

s

	�

s′
� �
 ��	�����	 ��� �	���

φt(ψ1(s))
�	����� ��� ������


Σ2

�� ��� � ��
�
ψ2(T (s))

� ���� ����
T (s)

��
� 	����	 � �� ���� ' ���	�� � �� � ' �� ��� � 
����� �� �� (	��

ψ1(s)
��

ψ2(T (s))
�� ����
 �$

τ(s)
� ' �� (�
����


τ(s)
�� 	�(�		�� �� �� �
  ��
	���

���	 ���  � �	 ����	 ��
X

� ���
Σ1

��
Σ2

�� ��� � �	 �
  �
 �� 	 �
�
� ��
s

�
� �	�������� �( ��� �	�
�����
 � �� �
� ��� �	�
�����
 ��� � (�
����
 ��

� � (��
� �$ � ��
� �( �� ����� � ���	�
������
 �( ��� ���	�����
 �� �
�� �
� �
���
� (�	 +���

t
 
D2φ(t, v)

�� ��� ����	�
��� �( ��� (�
����


φt : R2 7→ R2

v 7→ φt(v),

�� +
�

D2φ(τ(s), ψ1(s))ψ
′
1(s) +X(φτ(s)(ψ1(s)))τ

′(s) − ψ′
2(T (s))T ′(s) = 0.�� �
��





�

'� +
� ��� ����	�� ��	��������  �� ��� � ��� �	�� !� ����	�� ��� �� ����� �
� ��� ��� �����	�� �������
 �� �
�� � ��� 	��� ��� �� �
 ���	��	���� �	�����
�
� ����� � ��� ��� ��� � ��	� (�	���� (�	

T ′(s)
�
�

τ ′(s)
�	� �����
��

���
� � ��� �	�� !� ����	�� �
' �� ����	 �
� ����� �	����� � �����
 � �����	 +��

X � ��� )������

���	��
����

(P,Q)
�
� � �����	 +��

X � ��� )������
 ���	��
����
(P ,Q)�	� ��
���� ��

X ·X = PP +QQ,
�
�

X ∧X := PQ−QP.

� �+
� ��� �����	 +��
N :=

1

‖ X ‖2
X⊥,

����� � �( ��� �	�����
� �����	 +�� �

X⊥ = −Q ∂

∂x
+ P

∂

∂y
,

���� ����
X⊥ ·N = 1

� ' �� (��� �
�
C∞ (�
����
� �	� 	�(�		�� �� �� ���

��	  ��� ����	��
�� �
� ��� ��	����	� �(
X

��
p

	��� ������$ �

curl X(p) =
∂Q

∂x
(p) − ∂P

∂y
(p), div X(p) =

∂P

∂x
(p) +

∂Q

∂y
(p),

�
� �
κ(p) =

1

‖ X(p) ‖

(
N(p) · d

dt
X(φt(p)) |t=0

)
.

�� ���
������� ! �
 �� �������� ���	 � ��

X � 

C∞ � �
	
� ����� � �� 
 ��


� �

φt(v), v ∈ R2 � ��

p ∈ R2 
 ��

X(p) 6= 0

� ���

w = αX(p) + βN(p)

�
  ����� �
{
v̇ = DX(φt(p))v,

v(0) = w

�� �
�


� � ������	

D2φ(t, p)w = A(t)X(φt(p)) +B(t)N(φt(p)),



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 

�



 �
A(t) := A(t, X, p, w)


	�
B(t) := B(t, X, p, w)


� � ��	 �� �

A(t) = α +

∫ t

0

{
1

‖ X ‖2
[2κ ‖ X ‖ − curl X]

}
(φr(p))B(r) dr,

�� ��

B(t) = βexp

(∫ t

0

div X(φr(p)) dr

)
.

�� ���
� ���� � '� ��� ��($ ��� 
������
 �� �� ��
���

X(φt(p)) = Xt(p)
�
�

�
�������
N(φt(p)) = Nt(p)

�
�� �� ����$ ��	�+�� ����

v(t) = D2φ(t, p)w
������+�� �� �
� � ' �� ����� � ��

�����
 �( ���� ������
 � ��� 	��� ��� �� ��� �	�����
� ����� {Xt(p), Nt(p)}�� ����
 �$
v(t) = A(t)Xt(p) +B(t)Nt(p),

�� ���
� ���

A(t) = v(t) · Xt(p)

‖ Xt(p) ‖2

�
�
B(t) = v(t) ∧Xt(p).

�� ���
� ������

v(0) = w
 �� ����

A(0) = α
�
�

B(0) = β.
�� ���

�� 
�� ���	�� (�	 ����	�
��� �������
� � ����
A(t)

�
�
B(t)

���� ����
��($ �
���
� �� �� +
� ��� (�	���� �
 �� �� �
�

(5.23)
�

%�� �� ���	� �$ �������
�
B(t)

� � �	�� �
� ��� ���	�����
 �(
B(t)

�

�� ���  �
� +
�� �

B′(t) = v′(t) ∧Xt(p) + v(t) ∧DX(φt(p))Xt(p)

= DX(φt(p))v(t) ∧Xt(p) + v(t) ∧DX(φt(p))Xt(p)

= tr DX(φt(p))(v(t) ∧Xt(p))

= div X(φt(p))B(t),




�

��
����
� ����
B(t)

�� ��� �
���� ������
 �( ��� ����	�
��� �������
 �
{
B′(t) = div X(φt(p))B(t),

B(0) = β,

� ���� �������$ 	���� �
 (�	��� �� ��� �
' �� (�	��� (�	

A(t)
��
 � � �����
�� �
������$� � �
���

I(t) =
1

2

d

dt
(‖ Xt(p) ‖2) =

d

dt
Xt(p) ·Xt(p).

� ���	�
�����
�
v(t) ·Xt(p) =‖ Xt(p) ‖2 A(t)

�
� +
��

v′(t) ·Xt(p) + v(t) · d
dt
Xt(p) = 2I(t)A(t)+ ‖ Xt(p) ‖2 A′(t).

�� ���
� ��
� �� ��� �
� ��� ����� �

v′(t) ·Xt(p) = DX(φt(p))v(t) ·Xt(p)

= A(t)I(t) +B(t)DX(φt(p))Nt(p) ·Xt(p),
�� ���

�
�
v(t) · d

dt
Xt(p) = A(t)I(t) +B(t)Nt(p) ·

d

dt
Xt(p).

�� ���
����������
� �� ��� �
� �� ��� �
�� �� ���  �
� +
��

A′(t) =
B(t)

‖ Xt(p) ‖2

(
DX(φt(p))Nt(p) ·Xt(p) +Nt(p) ·DX(φt(p))Xt(p)

)
.

�� �� � ��	�����(�	��	� ��������
 �� ���� �

DX(φt(p))Nt(p) ·Xt(p) −Nt(p) ·DX(φt(p))Xt(p) = − curl X(φt(p)

���� ���� ���
�

κ(φt(p)) =
1

‖ Xt(p) ‖

(
Nt(p) ·DX(φt(p))Xt(p)

)
,



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 



�
� +
��

A′(t) =

{
1

‖ X ‖2
(2κ ‖ X ‖ − curl X)

}
(φt(p))B(t)

� ���� �������	 � ��� ��� �
���� ��
�����

A(0) = α

�� ���� ��� (�	���
(�	

A(t)
�
 �� ���� �

�

������� ! �� ��
X � 


C∞ ����� � �� � ��	���� �
  ��
	�����	 � 
�
T (s) ��
 	 �
 � � ����	�

Σ1


	�
Σ2

��
	����  �� �
  � �
 ��
X

� ���� �� 
ψ1


	�
ψ2


� ����
� �
�
� ����
���	� �� �
 �  � ����	� 
	�
Γs

�� �
 
����� ��
���	� 
�

ψ1(s)

	� 	��	� �	

ψ2(T (s))
� � � 	�	� �
  ��
	�����

∆i(s) := ∆(s,X, ψi) = X(ψi(s)) ∧ ψ′
i(s),


	�

σi(s) := σ(s,X, ψi) =
∆′
i(s)

∆i(s)
− X(ψi(s)) · ψ′

i(s)

‖ X(ψi(s)) ‖2
div X(ψi(s)),


 ��

i = 1

��
i = 2� �
  ����
���� �� � ��� 
	� � ��	� ���� ��

T

�

� ��	 �� �

T ′(s) =
∆1(s)

∆2(T (s))
exp

∫

Γs

div X

‖ X ‖ ds ,
�� ����

T ′′(s) = T ′(s)

(
σ1(s) − T ′(s)σ2(T (s)) + ∆1(s)

∫

Γs

AB
‖ X ‖3

ds

)�� �� 
�


 �

ds
�� �� 	�� �
  
�� �	� �
 �� 	� ��

Γs

	� 

 � A(z) :=

A(z,X)

	� B(z) := B(z,X)� z = (x, y) ∈ R2 � 
� � ��	 �� �

A(z) = D(div X)z(X
⊥(z)) −

{
(2κ ‖ X ‖ − curl X) div X

}
(z),

B(z) = exp

∫

Γs(z)

div X

‖ X ‖ ds, �� ���
 ��

Γs(z)

�
  ����� ��
���	� 
�
ψ1(s)


	� 	��	� �	
z
�






� ���� � '� ���	��
 
������
 ��	�
� ��� �	� �( �� �� ��
���
s̃ = T (s)

�
' �� �	�
�����
 � ��

T
�
� ��� �	�
�����
 ��� � (�
����


τ(s)
�	� ��+
��

�$ ��� �������
 �� �
�� �

θ(s, s̃, τ(s)) = φτ(s)(ψ1(s)) − ψ2(s̃) = 0.
�� ����

� �	������
 �( �� ���� �����

D2φ(τ(s), ψ1(s))ψ
′
1(s) +X(ψ2(s̃))τ

′(s) − ψ′
2(s̃)T

′(s) = 0.
�� ����


�	���� (�	
T ′(s)

�
�
τ ′(s) � � (��� (	�� � ����� � ������
 �( �� ����� ��� 	��� ��� �� ��� �	�����
� ����� {X,N} �
�	������ �
 ' ���	�� � �
 �

� ���� � ���
�
ψ′
i(s)

��

ψ′
i(s) = αi(s)X(ψi(s)) + βi(s)N(ψi(s))

�� ����
� ���

αi(s) =
X(ψi(s)) · ψ′

i(s)

‖ X(ψi(s)) ‖2
, βi(s) = X(ψi(s)) ∧ ψ′

i(s),

�� (��� � (	�� ' ���	�� � �
 ����

D2φ(t, ψ1(s))(ψ
′
1(s)) = A(t)X(φt(ψ1(s)) +B(t)N(φt(ψ1(s))),

�� ����
� ��	�

A(t) = A(t, X, ψ1(s), ψ
′
1(s)

�
�
B(t) = B(t, X, ψ2(s̃), ψ

′
1(s))

�	�
��+
�� �� �
 ' ���	�� � �
 � �����������
 �( �� ���� �
� �� ���� �
�� �� ����$����

(
α2(s̃)T

′(s) − τ ′(s) − A(τ(s))

)
X(ψ2(s̃))

+

(
β2(s̃)T

′(s) −B(τ(s))

)
N(ψ2(s̃)) = 0.

�� ����

�
 ��	�����	
β2(s̃)T

′(s) −B(τ(s)) = 0
���� ����

T ′(s) =
β1(s)

β2(s̃)
exp

∫ τ(s)

0

div X(γs(t)) dt
�� ����



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�

� ���
γs(t) = φ(t, ψ1(s))

� 
�	��� �� ���� (��� � �
� �	������
 �( �� ���� �����

T ′′(s) = T ′(s)

(
β2(s̃)

β1(s)

d

ds

(
β1(s)

β2(s̃)

)
+ τ ′(s) div X(ψ2(s̃))

+

∫ τ(s)

0

d

ds

(
div X(γs(t))

)
dt

)
.

�� ����

' �� (�	��� ��
 � � ��� ��+�� �$ ���$�
� ��� ����
���� �( ��	��� �
���
�	����
 �
 ��� �
���	� ∫ τ(s)

0
d
ds

(div X(γs(t))) dt
�
� ���
� ��� (�	���

τ ′(s) = α2(s̃)T
′(s) − A(τ(s))

�� ����
���� (��� � (	�� �� ���� � � ������ �

d

ds

(
div X(γs(t))

)
= D(div X)γs(t)

(
d

ds
γs(t)

)

= D(div X)γs(t)(D2φ(t, ψ1(s))ψ
′
1(s)),

�
� +
��  �(��	 ����������
� (�	��� �� ����  

d

ds

(
div X(γs(t))

)
= A(t)D(div X)γs(t)(X(γs(t)))

+B(t)D(div X)γs(t)(N(γs(t))).

�� �� 
�

� �
��
D(div X)γs(t)(X(γs(t))) = d

dt
div X(γs(t))

�
� ��
 ��� ��� �����

���� �( ��	��� �
���	����
 �
 ��� �
���	�

∫ τ(s)

0

A(t)D(div X)γs(t)(X(γs(t))) dt.

� ��
� �� �� 
� ���� $ ����
∫ τ(s)

0

d

ds

(
div X(γs(t))

)
dt =

[
A(t) div X(γs(t))

]τ(s)

0

+ I,
�� ���




�

� ��	�
I

�� ����
 �$
∫ τ(s)

0

B(t)
A(γs(t))

‖ X(γs(t)) ‖2
dt = β1(s)

∫

Γs

AB
‖ X ‖3

ds,

� ��� A �
� B ��+
�� �� �
 �� ��� � ����������
� �� ��� �
� �� ���� �
��
�� ���� �
� ���
� �

β2(s̃)

β1(s)

d

ds

(
β1(s)

β2(s̃)

)
=
β ′

1(s)

β1(s)
− T ′(s)

β ′
2(s̃)

β2(s̃)
,

��� (�	��� �(
T ′′(s)

(��� � �
�

%�� �� (�	����� � �� ���� ���� �( ' ���	�� � � � ���� � � �(��
 � � ����
�
 ��� 
��� ������
� � ��� ��� �

�  � ��	� ��� ��� � (�	���� ��
 � � (��
� �
������� ! �� ��

X = P ∂
∂x

+Q ∂
∂y

� 

C∞ ����� � �� � ���� ��  Γ

�� 
	
����� �� �	� �	 �
 

x
�
� �� 
	�

Σi = {x = xi}

� � ����	� ���
� �� ��
	���� 

�� �
  � �
 ��
X


�
(xi, 0)� i = 1, 2


	� �
�
� ���� � �� y 7→ (xi, y)
� �
 	

�
  � ��� �
 � ����
���� �� �
  ��
	�����	 � 
� T 
��	� Γ
� ���

Σ1

��
Σ2�
� �

T ′(0) = exp

(∫ x2

x1

Qy

P
(x, 0)dx

)
,

T ′′(0) = T ′(0)

∫ x2

x1

PQyy − 2PyQy

P 2
(x, 0) exp

(∫ x

x1

Qy

P
(u, 0)du

)
dx.

� �� ��
��� ��
Γ′ �� 
	 ����� �� �	� �	 �
 

y
�
� �� 
	�

Σ′
i = {y = yi}


� � ��
���	� ���
� �� ��
	����  �� �
  � �
 ��

X

�

(0, yi)� i = 1, 2

	� �
�
� �

���� � �� x 7→ (x, yi)
� �
 	 �
  � ��� �
 � ����
���� �� �
  ��
	�����	 � 
�

T

��	� Γ

� ���
Σ′

1

��
Σ′

2

�
� �

T ′(0) = exp

(∫ y2

y1

Px
Q

(0, y)dy

)
,

T ′′(0) = T ′(0)

∫ y2

y1

QPxx − 2QxPx
Q2

(0, y) exp

(∫ y

y1

Px
Q

(0, u)du

)
dy.



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�

� ���� � �� �
$ �	��� ��� +	�� ��	� �( ��� ����	�� � ' �� ����
� ��	�
���
 ����$ (��� � �$ � �� ���� �( ���

x
�
�

y
�� �	��
��� �

� ��
� ���
x,�� �	��
��� �� ��	�� ���	 �


Γ
 �
� ����$ ��� ����� ����

��� (�	���� �( ' ���	�� � � ��� ��($ �� �

T ′(0) =
P (x1, 0)

P (x2, 0)
exp

(∫ x2

x1

div X

P
(x, 0)dx

)
,

�� ����
�
�

T ′′(0) = T ′(0)

[
Py
P

(x1, 0) − T ′(0)
Py
P

(x2, 0)

+P (x1, 0)

∫ x2

x1

P (x, 0) exp

(∫ x

x1

div X

P
(u, 0)du

)
dx

]
,

�� ����

� ���
P (x, 0) =

P (Pxy +Qyy) − Py(Px +Qy)

P 3
(x, 0).

' ���� (�	���� ��
 � � (�	���	 ��� ��+�� � %��
x ∈ [x1, x2]

� �����
�
g(r) =

P (r, 0)
�
� �
���	���
� g′(r)

g(r)
=
Px
P

(r, 0)
�


[x1, x]
�����

lnP (x, 0) − lnP (x1, 0) =

∫ x

x1

Px
P

(u, 0)du,

���� ����
P (x, 0)

P (x1, 0)
= exp

(∫ x

x1

Px
P

(x, 0)dx

)
.

�� ����
�����
�

x = x2

�
� ����������
� �� ���� �
�� �� ���� $ ���� ��� (�	��� �(
T ′(0)

�
�����
�

F (x) =
Py
P 2

(x, 0) exp

(∫ x

x1

div X

P
(u, 0)du

)
,




�

��� (�
��� �
�� ����	�� �( ������ 	����

F (x2) − F (x1) =

∫ x2

x1

F ′(x)dx,

� ���� ���
� �� ���� 	����� �


T ′(0)
Py
P

(x2, 0) − Py
P

(x1, 0) =
�� ����

P (x1, 0)

∫ x2

x1

PxyP − PxPy + PyQy

P 3
(x, 0) exp

(∫ x

x1

div X

P
(u, 0)du

)
dx.

����������
� �� ���� �
� �� ���� �
�� �� ���� $���� ��� (�	��� �(
T ′′(0)

�
�

� �� ��������� � 
��� � ����
	�����	����

�� ��
��
�� �$ ��
����	�
� ��� ��	�����	 �	�
�����
 � ��� � �����
 ����
���
� �	�
���	�� �� � �����,��

�����
  ���	����� �
 
�	� ��#�
� ���	�
��
���� 
��	 ��� ������ � " �	����	 �� ��
 !� 	���	��� �� �
��� ���� ����
��	 +��� ��� �	��� ��� �	�
�����
 �
 � (�� �$ ���� ����� ��� �����,��

�����
 �
�	���
 �
�
����	 �

C∞ (�� �$ �( �����	 +���
(Xµ)µ∈P

� ��� ��	�� ���	 �����
µ

��	$ �
� �
 ��� � ������ P ⊂ Rp � ���� ��� ���� (�	
µ0 ∈ P  ��� �����	

+��
Xµ0

��� ��� � �����,��

�����

Γ

 � ���
α(Γ) = s1

�
�
ω(Γ) = s2

 
s1

�
�
s2

�$� �	� ��� ������ �(
Xµ0

� ' �� ���	��
���� �
 � ����
(Xµ)

��
���	����� �	� ��
���� ��

(x, y)
�

�� ��� �
� ���� (�	
µ


��	
µ0

 ��� ��

�����
 ���$� �
�	���
 � �
 ��	�
�����	 �� ���� ��� ���� (�	

µ

��	

µ0

 
Xµ

��� ��� �$� �	� ��� ������
s1(µ)

�
�
s2(µ)

$ �
� �
 � 
���� ��	�� �� �(
s1

	��� ������$
s2

���� ����
���	� �� ���� � �����,��

�����


Γµ
� �����
 ���� ���� ���
����� � ���

Γ(�	
µ = µ0

�



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�

�����	� 	�� �����	����� ���� ��� ������

%��
i = 1

�	
i = 2

� � �
��� ��� ����
����� �( ��� �
��	 ��	�
DXµ0(si)�� ��� �����

si
��
λi

�
�
νi

� ���
νi < 0 < λi

� �� �	���$ �
�� (	��
�����	 � ���� (�	

µ

��	

µ0

 � ��$ 
��	 ��� �����
si

 
(Xµ)

��
 � �
�	����� �
�� � 
�	� � (�	� ��� �
��
� �
 ��� 	���� �( �$� �	� �����$

ri = −νi
λi
.


�	
µ


��	
µ0

��� �$� �	� ��� ������
s1

�
�
s2

� �	���� ��
s1(µ)

�
�
s2(µ)� ���

s1(µ0) = s1
�
�

s2(µ0) = s2
� � �
��� ��� ����
����� �(

DXµ(si(µ))��
λi(µ)

�
�
νi(µ) � ���

λi(µ0) = λi
�
�

νi(µ0) = νi
� ' �� ��		��� �
��
�

	���� �( �$� �	� �����$ �(
si(µ)

�� ��
���� ��
ri(µ)

�
�

ri(µ) = −νi(µ)

λi(µ)
= ri + r̃i(µ),

(�	 ��� �
C∞ (�
����


r̃i(µ) � ���
r̃i(µ0) = 0

�
�
 � ��� (��� �  �� ���� ��� ����

µ
��	��� �
 ��� � ������ P0 ⊂ P ����

����
s1

�
�
s2

� �	���� ��
s1(µ)

�
�
s2(µ)

	��� ������$ ∀µ ∈ P0

 �
�
(Xµ)µ∈P0

��
 � � �	����� �
�� � 
�	� � (�	� �� � ��� ������
s1

�
�
s2

�
' �� 
�	� � (�	� ��

si
��� �
�� �
 ��� 	���� �( �$� �	� �����$

ri
� 
	��


�� �
  
(n,m) � � ��
��� ��� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	

s1

�	
s2

���
� �
��
� �
 
��	 � ���� �����  

s1

�	
s2

 �� �	� ��	��
� �
�
 ����

ri
�� ����
 �$

pi/qi, pi, qi ∈ N1

 
(pi, qi) = 1

 ���	� �� ��� ��� �
Ck �

k ≥ 2� ���	��
����  
��	 ��� �����
si

 �
 � ���� ��� (�� �$
(Xµ)µ∈P0	���� �

{
ṅ = n(λi(µ) + ai(µ)npimqi + Pi(n

pimqi, µ)),

ṁ = m(νi(µ) + bi(µ)npimqi +Qi(n
pimqi, µ)),

�� ����

� ��	�
Pi(z, µ)

�
�
Qi(z, µ)

�	� � �$
�� ��� �

z = npimqi

�( ���	��
N(k) ≥ k

�
� �( �	��	
O(z2)

� ' �� ��� �
��
��� �
 ��� ��	�� ���	
µ

�

�� ���� �	� �

C∞ �




�

�
 ��� ����	 ��
� �( ��� 	���� �( �$� �	� �����$
ri

�(
DXµ0(si)

�� �		��
���
�  ���


(Xµ)µ∈P0

��
Ck �
��	����� 
��	 ��� �����

si
� �
 ��	�����	

���	� �� ���� ��� �
Ck ���	��
���� 
��	 ��� �����

si
�
 � ����

(Xµ)µ∈P0	���� �
{
ṅ = λi(µ)n,

ṁ = νi(µ)m.

�� ����
' �� �� �	��
��� �	�
�(�	� ����
� ���	����
� ��� ���	��
����

(x, y)
�
 (�
��

���
 �(
(n,m)

�	� ��
���� ��
ϕ1
µ

�
�
ϕ2
µ


��	
s1

�
�
s2

	��� ������$� ��
������ 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	

s1

�	��� �
s2� ���� ���� � ��
�� �


��� � �������
n, �� �� ��		��� �
� �� � ��
�� �
 ��� �
����� �	��� � ����������	��	�� �(
s1

�	��� �
s2�  $ �
� �


Γ
(�	

µ = µ0
� ' ��� ��
 ���$� � �

�������� �$ � �	(�	� �
� � ������� �
��	 �	�
�(�	� ����
 �

(n,m)

�
%�� �� ��
��� ��� ����	� �
�
�� �( ��� ��		��� �
��
� � ������
� �( �����
�	�
�(�	� ����
� �� �

Aiµ(n,m) := detDϕiµ(n,m), i = 1, 2.
�� ����


�	���	 �� ��� ��+
�

θiµ(n,m) =

∂ϕi
µ

∂n
(n,m).

∂ϕi
µ

∂m
(n,m)

‖ ∂ϕi
µ

∂n
(n,m) ‖2

.
�� ����

� �� �	� ���� ���� ��	���$
Aiµ(n,m)

	��	���
�� ��� �	�� �( ��� ��	���
��	�� ���

�� �$ ��� �����	� ∂ϕi

µ

∂n
(n,m)

�
� ∂ϕi
µ

∂m
(n,m)

� ' �� �
�� � ��
����
 ����� ��� �����	� �� ��	�
�$ 	����� �� ��� (�
����


θiµ(n,m)
�

' �� �� ��� 
�	� � (�	�  �������	 � ��� ��� ��+
�� ���
������ ��
 � �
�������� ���
� ��� ����
����� ��� �	���� �
 ������
 � �
 �( �����	 � �
�
 � �	(�	� �
� ����� ��������
�  ��� �	��	�� �
 ��� �
��� � �
 ��
 � � �
���(� ��� �
%�� �� ����� ��� (��� �
� �� � �  � ���� � � � � �( ��� ���	 �
 � �� ��
 � �
������ 
��	 � ��� ������

s1

�
�
s2

�
���� ��� (�� �$
(Xµ)µ∈P0

�



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�

����� ! �� ���� ��  (Xµ)
�� 
 � 
� ��� �� ����� � ��� �� �
 �

�

Xµ0


��
���� 
 
�� ������ �
�� � s � ������	� 
�

s(µ)
� ��

µ
	
�

µ0

� � 	�� ��
(n,m)

�
  	��� 
��� �	� ������	
�� �	 

 ��
 �
  � 
� ��� ��� 	
�
s� � �

� ��� � 
� �
  	��� 
� � ��� Nµ = N
1

µ
∂
∂n

+N
2

µ
∂
∂m

�	 ���� �	 �� ���� �	 � ��
(x, y) = ϕµ(n,m) � �
  ������ �	��	� Ck ������	
� �

	� � � 	�� ��

λ(µ)

	�

ν(µ)
�
  �� 	�
�� � ��

DXµ(s(µ))

 ��


ν(µ) < 0 < λ(µ)
� �
 	

Xµ(ϕµ(n,m)) ∧
∂ϕµ
∂m

(n,m) = detDϕµ(n,m)N
1

µ(n,m),
�� ��
�


	�

λ(µ)n
Xµ(ϕµ(n, 0)).

∂ϕµ

∂m
(n, 0)

‖ Xµ(ϕµ(n, 0)) ‖2
=

∂ϕµ

∂u
(u, 0).

∂ϕµ

∂m
(n, 0)

‖ ∂ϕµ

∂n
(n, 0) ‖2

.
�� ���

� ���� � ' �� ���
���$

Xµ(ϕµ(n,m)) = Dϕµ(n,m)Nµ(n,m)
�� ����

�������	 � ���
∂ϕµ
∂m

(n,m) = Dϕµ(n,m)e2,

� ��	�
e2 = (0, 1)

 �� ����

Xµ(ϕµ(n,m)) ∧
∂ϕµ
∂m

(n,m) = detDϕµ(n,m)
(
Nµ(n,m) ∧ e2

)
,

	�����
� �
 ��� ���
���$ �� ��
� �

�	���	 �� ���� �
� ��� ���	�����
 �( ��� 
�	� � (�	�  �� ���� �	 �� ����  
��	
� �� �

Xµ(ϕµ(n, 0)) = Dϕµ(n, 0)
(
λ(µ)ne1

)

= λ(µ)nDϕµ(n, 0)e1

= λ(µ)n
∂ϕµ
∂n

(n, 0).

� ���� ����$ �� ���� �� ��� �
�




��

"#�����	�� ��� �����	�	�� ��	�� �����	� 	�� �����	�����

�� ������ ������
�
Σ1
µ

 
Σ2
µ

�	�
���	�� �� ��� ��� �(
(Xµ)µ∈P0

���� ��		��
�� �
� �� {n = 1} �
 ��� 
�	� ��#�
� ���	��
���� 
��	

s1

�
�
s2

	��� ���
����$ �
 ��� (��� �
� ��
�� �
%��

i = 1
�	
i = 2

� �
����	 ���
Ck �� �	��
��� �	�
�(�	� ����


(x, y) =
ϕiµ(n,m)

 � ���
(n,m)

��� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� �
 � ���� ��� (�� �$
(Xµ)

�� ���	����� �� ��� 
�	� � (�	� �� ���� �	 �� ���� � ��
��� ���� 
�	�
� � (�	� ��

(N i
µ)

� %��
Cri

� � � ��	�� ��
��	�� �� ��� �	���
 � ��� 	�����
ri > 0

�� � �
���� ���� ����
Cri

��� �
 ��� ��� ��
 �(
ϕiµ

�
' �� ��	��

Cri
� � ��� ���

n, �� �� �
 � � ��
�
ci

�
 � �	�
���	�� ��$� %��
��$ 
��	

ci
 
Cri

�� �	�
���	�� �� ��� ��� �(
(N i

µ)
� ' ��� � ���

Cri
�
�

{n = 1} �	� ������
� � ��$ �	�
���	�� �� ��� ��� �(
(N1

µ)
� �����

m�� 	����	 ��	�� ���	 �
 {n = 1}  ���	� �� 
� 
��� �� ��	�� ��	���
Cri

�
�
����	 ��� �	�
�����
 � ��

T iµ(m)
(	�� {n = 1} ��

Cri
�
� ��� ��		��

�� �
��
� �	�
�����
 ��� � (�
����

τ iµ(m)

 � ��� � ��$ ��+
�� �
m

$ �
�

��	 #�	� �
�

µ
��	$ �
� 
��	

µ0
� � �
��� ��� ��� �( ��� (�� �$

(Xµ)µ∈P0��
Φµ(t, p)

� ' �� ������

Σi
µ

�� ���
 ��+
�� �� �

Σi
µ = {Φµ(−τ iµ(m), ϕiµ(T

i
µ(m))) | m 
��	 #�	�}. �� ����

' �� 
�	� ��#�
� ���	��
���
m

��
 � � ���� �
 �	��	 �� ��	�� ��	��� ���
������
 � �
���� ��
���

ψiµ(m) = Φµ(−τ iµ(m), ϕiµ(T
i
µ(m)))

 ���
 �
� ����$
��	�+�� ����

ψiµ
�� � 	����	 ��	�� ��	������
 �(

Σi
µ

�
' �� �	�
�����
 � �� (	��

Σ1
µ

��
Σ2
µ

���	����� �
 ��� 
�	� ��#�
� ���	�
��
���

m
�� ��
���� ��

Rµ(m)
� � �� �	� ����

Rµ(m)
�� �
$ ��+
�� (�	

m

��	 #�	� �
�

µ

��	

µ0

�
������
� ��� ��	�������� �(

Rµ

��	���$ ���
� ' ���	�� � � �� 
�� � ���
��� � � �
���� �
$ � +
��� � �� �(

ϕ1
µ

�
�
ϕ2
µ

��
(0, 0)

��
 � � ��������
�� �$ �
� ���� �
� ��
 !� ��� �� ������� ��� ��	�������� �( ��� ��	�� ��
�	������
� �( ��� ������
�

Σi
µ

 
i = 1, 2

� ������	 ���� ��
 � � ���� � ��� ��
�� � � ���� �
 � � �� �
� ���� ��� �
��� �



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�


'���
K0 > 0

�
�
ε0 > 0

���� ���� {(x, y) | 0 ≤ n < K0,−ε0 < m < ε0}��� �
 ��� ��� ��
� �(
ϕ1
µ

�
�
ϕ2
µ

� 
�	 ��� �
0 < K < K0

+���  ��
����	
��� ������
�

ϕiµ({(K,m) | −ε0 < m < ε0}) = Ci
µ,K , i = 1, 2,

��	�� ��	���� 	��� ������$ �$

ϕiµ |{n=K} : m 7→ ϕiµ(K,m), i = 1, 2.

�
����	 ��� ��	� �(
Γµ

$ �
� � �����
 ��� ������
�
C1
µ,K

�
�
C2
µ,K

 ���

���� ��

Γµ,K
 �
� � 	���

Z = T µ,K(Y )
�� ��� �	�
�����
 � �� ��
�

Γµ,K(	��
C1
µ,K

��
C2
µ,K

���	����� �
 ��� ��	�� ���	
m

� 
�	���	 ��
Fµ,K

�
�
Gµ,K

� � ��� �	�
�����
 � ��� (	�� {n = 1} �� {n = K} 
��	
s1

�
�
s2	��� ������$ ���	����� ���
� �� ��	�� ���	 ��� 
�	� ��#�
� ���	��
���
m

�
' ��
 ��� �	�
�����
 � ��

Rµ

��
 � � ���
 �� ��� ��� � ������
 ���� 
 ���	�
� ���

Rµ = Gµ,K ◦ T µ,K ◦ Fµ,K .
�� ����

1K

Fµ,K

n

m

1K

Gµ,K

n

m

Σ1
µ Σ2

µ
C1
µ,K C2

µ,K

T µ,K

s1 s2

ϕ1
µ ϕ2

µ


 ���	� � �� � ' �� �	�
�����
 � ��
Rµ

�� ��� ��� � ������

Gµ,K ◦T µ,K ◦Fµ,K

�
' �� +	�� ��� ��	�������� �(

Rµ

�� #�	� �	� 
�� ����
 �$

R′
µ(0) = G′

µ,K(0)T
′
µ,K(0)F ′

µ,K(0),




�

�
�
R′′
µ(0) = G′′

µ,K(0) [T
′
µ,K(0)F ′

µ,K(0) ]2 +G′
µ,K(0)T

′′
µ,K(0) [F ′

µ,K(0) ]2+

G′
µ,K(0)T

′
µ,K(0)F ′′

µ,K(0).
� ������ ���� ��������� ���$ (�	 ���	$

0 < K < K0

 �
� ��
 �� ���� ���	
�� ��� �� �� (�	

K → 0
�����
� ��� �����
 ������
�

C1
µ,K

�
�
C2
µ,K

�� ��
�
�	���	�	�$ ���� �� ��� ������ � ' ��� �	� ��� � � �
��� �� �� �������
��� ��	�������� �� ������ �
 ��� (��� �
� ����	�� �
������� ! �! ��

(Xµ)
� 


C∞ � 
� ��� 
�� ����	� � �� 
�
 �
�
� ��
�
 � 
�� ������ �
�� �� s1(µ)


	�
s2(µ)


 ��
 
 �
�� ����		 ����	 Γµ
���
 	 �
 � � ��

Rµ
� �
  ��
	�����	 � 
� � ���

Σ1
µ

��
Σ2
µ


��	� Γµ
� �

� ��� � ���	� 	��� 
��� �	� ������	
�� � ��	���� �
  	��� 
� � ��� 
�
si ��� ���� �� �� ����� 
	� �
  ������ �	��	� ������	
� ��
	�� ��� 
���	
ϕiµ �

i = 1, 2
� ��

Γµ,K
� �
  �
�� ��

Γµ
��
���	� 
�

ϕ1
µ(K, 0)


	� 	��	� �	
ϕ2
µ(K, 0)

�

�
 	 �	  

�

R′
µ(0) =

A1
µ(0, 0)λ1(µ)

A2
µ(0, 0)λ2(µ)

lim
K→0

[
Kr2(µ)−r1(µ) exp

(∫

Γµ,K

div Xµ

‖ Xµ ‖ ds
)]

,

�� ����

 �
ds

�� �� 	�� �
  
�� �	� �
 �� 	� ��
Γµ

� ���� ��  �

�
R′
µ(0) = 1��
 	

R′′
µ(0) = lim

K→0

[
Uµ(K) + Iµ(K) + λ1(µ)K1−r1(µ)A1

µ(K, 0)

∫

Γµ,K

Aµ Bµ
‖ Xµ ‖3

ds

]
,

�� ����

 � Aµ(p) := A(p,Xµ)� Bµ(p) := B(p,Xµ)

� �� 	� 
� �	 �
 ���

��� 
	� 

 �
Uµ(K)

�� �
  ��� �	 �
U1
µ(K) − U2

µ(K)

 ��


U i
µ(K) := K−ri(µ)

( ∂Ai
µ

∂y
(K, 0)

Aiµ(K, 0)
−
θiµ(K, 0)

λi(µ)K
div Xµ(ϕ

i
µ(K, 0))

)
, i = 1, 2.

�
  � �	 ����	
Iµ(K)

���
�� 
�� � ��
ri /∈ N

� �
 	
ri ∈ N

�� �� � ��	 ���
  ��� �	 �
I1
µ(K) − I2

µ(K)

 ��


I iµ(K) :=
ai(µ)

λi(µ)
K−r̃i(µ) + 2

bi(µ) + ai(µ)ri(µ)

λi(µ)

∫ K

1

u−(1+r̃i(µ))du, i = 1, 2.



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

� ���� � �� ���� �	���$ 
������ ���� ��� ��	�������
R′
µ(0)

�����

R′
µ(0) = G′

µ,K(0)T
′
µ,K(0)F ′

µ,K(0).
�� ����

�� � � ����������$ ������� � ��	�������� ��� ��	�
� �
 ��� 	���� ��	�
�( ��� �� ��� (�	��� �� ���� � ������� ��� ���
���$ ������ (�	 �

0 < K <
K0

 �
� ��
 ���� ��� �� �� (�	
K → 0

�� +
� ��� ����	�� ��	�������
R′
µ(0)

�

�	 �������
� ��� ��	��������

F ′
µ,K(0)

�
�
G′
µ,K(0)

 �
� ��
 ��� ���
(�	���� �( �	��	$ � �� � �
� ��� ����� �

F ′
µ,K(0) = exp

(∫ K

1

−r1(µ)

u
du

)

= exp

(
− r1(µ) lnK

)

= K−r1(µ) �� ����
�
� �

G′
µ,K(0) = exp

(∫ 1

K

−r2(µ)

z
dz

)

= exp

(
r2(µ) lnK

)

= Kr2(µ),
�� ����

���� ����
R′
µ(0) = K(r2(µ)−r1(µ) T

′
µ,K(0).

�� �� 
�
' �� ��	�������

T
′
µ,K(0)

��
 � � �������� ���
� (�	��� �� ���� �
 ' ���	��
� � � 
	�� %�� � � � �� �� ����$ (��� � ����

T
′
µ,K(0) =

A1
µ(K, 0)λ1(µ)

A2
µ(K, 0)λ2(µ)

exp

(∫

Γµ,K

div Xµ

‖ Xµ ‖ ds
)
.

�� ���




��

�
� 
�� ����������� �� ��� �
�� �� �� 
� �
� ����� ��� �� �� (�	
K → 0

�
� ������ ��� �� �	��
��� �	�
�(�	� ����
�

ϕ1
µ

�
�
ϕ2
µ

�	� � ��$ ������ �	�
����� �  

Aiµ
 
i = 1, 2

���$� ���$ (	�� #�	� (�	
K


��	
0

�� �$ �
� �� ���� �
' �� ����
� �	��	 ��	�������

R′′
µ(0)

�����

R′′
µ(0) = G′′

µ,K(0) [T
′
µ,K(0)F ′

µ,K(0) ]2 +G′
µ,K(0)T

′′
µ,K(0) [F ′

µ,K(0) ]2+

G′
µ,K(0)T

′
µ,K(0)F ′′

µ,K(0). �� ����
� ���� �
� ����

R′
µ(0) = 1

 � �� �
G′
µ,K(0)T

′
µ,K(0)F ′

µ,K(0) = 1
 ��� �� ���

�������
 ��� ��+�� ��

R′′
µ(0) =

G′′
µ,K(0)

G′
µ,K(0)2

+
T

′′
µ,K(0)

T
′
µ,K(0)

F ′
µ,K(0) +

F ′′
µ,K(0)

F ′
µ,K(0)

.
�� ����

� ���
 �� ������� � �
�	����
�� �( ��� 	���� ��	� �
 ���� ���
���$ �(��	
� ���� �� ��

K
��
� �� #�	� �

' �� ������
�
T

′′
µ,K(0)/T

′
µ,K(0)

��
 � � ��� ����� �$ ��� �( ' ���	�� � � �
�� ��+
�

σ1
µ(K) := σ1(0, Xµ, ϕµ |v=K), σ2

µ(K) := σ2(0, Xµ, ψµ |w=K),

� ��	�
σ1

�
�
σ2

�	� ��+
�� �� �
 ' ���	�� � � �
� +
� ����

T
′′
µ,K(0)

T
′
µ,K(0)

=

(
σ1
µ(K) − T

′
µ,K(0)σ2

µ(K)+

(
Xµ(ϕ

1
µ(K, 0)) ∧

∂ϕ1
µ

∂y
(K, 0)

)∫

Γµ,K

AµBµ
‖ Xµ ‖3

ds

)
.

�� ����
	�� �� �� 
� �
� ��� ����� ������
 ����
R′
µ(0) = 1

 �� (��� � ����

T
′
µ,K(0) = Kr1(µ)−r2(µ).

�� ����



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

����������
� �� ���� �
� �� ���� �
�� �� ���� �
� ���
� %�� � � � ��  �
� +
��

F ′
µ,K(0)

T
′′
µ,K(0)

T
′
µ,K(0)

=

(
K−r1(µ)σ1

µ(K) −K−r2(µ))σ2
µ(K)+

+λ1(µ)K1−r1(µ)A1
µ(K, 0)

∫

Γµ,K

Aµ Bµ
‖ Xµ ‖3

ds

)
.

' �� ���	�����
� (�	 ��� (�
����
�
σiµ(K)

��
 � � ��� ��+�� �$ ���$�
�
%�� � � � �� � � ��


r1 /∈ N
 �
 ��	�����	 � ��


q1 > 1
 �� +
�

σ1
µ(K) =

∂A1
µ

∂y
(K, 0)

A1
µ(K, 0)

−
θ1
µ(K, 0)

λ1(µ)K
div Xµ(ϕ

1
µ(K, 0),

� ��� �
 ��� ���� � ��	�
r1 ∈ N

 �� +
�

σ1
µ(K) =

∂A1
µ

∂y
(K, 0)

A1
µ(K, 0)

−
θ1
µ(K, 0)

λ1(µ)K
div Xµ(ϕ

1
µ(0, K) +

a1(µ)

λ1(µ)
Kr1 .

'���$ ��� ��	 ���	�����
� �	� �����
�� (�	
σ2
µ(K)

�

�	 ��� ���	�����


F ′′
µ,K(0)/F ′

µ,K(0)
 �� ��� �	��	$ � �� � �
� �����

���� ���� (�	
r1 /∈ N

���� ���
���$ ��
����� �
� ���� (�	
r1 ∈ N

�

F ′′
µ,K(0)

F ′
µ,K(0)

= 2
b1(µ) + a1(µ)r1(µ)

λ1(µ)

∫ K

1

xr1−1 exp

(∫ x

1

−r1(µ)

z
dz

)
dx

= 2
b1(µ) + a1(µ)r1(µ)

λ1(µ)

∫ K

1

x−(1+r̃1(µ))dx.

�� �������
� �( ��� ��� � ��	� ��� 	���� �
 ���	�����
 (�	
G′′
µ,K(0)/G′

µ,K(0)� ��

r2 /∈ N

�

G′′
µ,K(0)

G′
µ,K(0)2

= 2
b2(µ) + a2(µ)r2(µ)

λ2(µ)
K−r2(µ)

∫ 1

K

xr2−1 exp

(∫ y

K

−r2(µ)

z
dz

)
dx

= −2
b2(µ) + a2(µ)r2(µ)

λ2(µ)

∫ K

1

x−(1+r̃2(µ)dx




��

� ��
� ��� ������� �����������
� �
�� �� ���� �
� ����
� ��� �� �� (�	
K → 0

$���� ��� (�	��� (�	
R′′
µ(0)

�
 �� ���� �
�

������ ���� �
 �	������ ' ���	�� � �� ��
 �
$ � � ���� � ��

R′
µ(0) = 1

 
� ���� �� �	�� �(��	 � �� �	��
��� �	�
�(�	� ����


m̃ = R′
µ(0)m

�
 
�	� ��
�#�
� �� �	��
���� 
��	

s1
�

� �� ��������� � 
��� � � ���
����� ����
	�
����	����

�
 ���� ������
  �� ���$ ��� (�	���� �����
�� �
 ��� �	������ ������

�
 �
 �
(���
�

(Xµ)
�( � � �� ���
��
 �����	 +�� �

�
����	 �

(Xµ) :





ẋ = −∂H
∂y

(x, y) + εf(x, y, µ),

ẏ =
∂H

∂x
(x, y) + εg(x, y, µ),

�� ����

� ��	�
H, f, g

�	� �
C∞ �
�

µ = (µ, ε)
�� ��	$�
� 
��	

µ0 = (µ0, 0) � ���
µ0 ∈ Rp � ���� ��� ���� (�	

ε = 0
 
X(µ0,0) = XH

��� � �����,��

�����

Γ

�
 � ���� ��� � �� ���
��
 ����� ��
���
� ����
0

� ��
���
s1

�
�
s2�� ��� �$� �	� ��� ������ ���� �	� 	��� ������$ ����
 �$ ���

α, �� �� �
�
ω, �� �� �(

Γ
� � ���� � ����

Γ
� �	����� �
 ��� (�� �$

(Xµ)
�

�������	��� �����	� 	�� �����	����� ���� ��� ������

� �$ �
� �
 �����	 �  �� ����	�� � ��� �� ������ 
�� ��� ��
� 	 ��� 
��� ��	� ������	
��  ��� ��($ �
� ��� (�	���� �����
�� �
 ��� �	�� ���� ������
 �
�
����	 +	�� ��� � �� ���
��
 �����	 +��

XH


��	 ��� ������
s1

�
�
s2

� %��
i = 1

�	
i = 2

� � �
��� ��� ����
����� �(
DXH(si)

�� ±λi, λi > 0
�

%��
(n,m)

��
��� �� �	��
���� 
��	
si

�
 � ����
XH

	����
{
ṅ = n,

ṁ = −m,
�� ����



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

�� �� � 
�
,#�	� (����	
E0
i (n,m)

���� ����� −λi
(�	

nm = 0
� � ��


��� �$
ψi0

��� �� �	��
��� �	�
�(�	� ����
 ���	����
� ��� �� ���	��
����
(x, y)

�
 (�
����
 �( ��� 
�� �
��
(n,m)

� %�� Hi

��
��� ��� ��( ��
�
���� ��
���
�  �
 ��� �
��	��	  ��� ����	��	�� ��		��� �
��
� �� ��� ����
�	��	�� �(

si
 $ �
� �


Γ
(�	

ε = 0
� �
� ��
 ������

ψi0
���� ����

H
���	����� �
 ��� 
�� ���	��
���� 	����

nm
�
 Hi

�
� ���� ����
E0
i (n,m) = −1/ detDψi0(n,m)

�
 Hi
�


	�� �����	 �  ������
 � �  �� �
�� ���� ���� �� �	��
��� �	�
�(�	�
� ����
�

ψ1
0

�
�
ψ2

0

��
 � � �����
�� �$ ���$�
� " �	�� !� �� � � �
 ���
� �� ���
��


H

��	

s1

�
�
s2

	��� ������$� �
 ��� ����	 ��
�  �
� ��

��� ���	� (	�� ��� (�	� � 
�	� � (�	� �
� ��� ��� ����
����� ��� �	����
�
 ��� �	��( �( ' ���	�� � �
� � �
 ���� ������	  �� �	�(�	 �� ��� ��� ���
����
����  ���$�
� ��� �	��	�� �
 ��� �
��� � �
 �
�( 
������	$ �
� ��
 � �	(�	� � �� �	��
��� �� ����

(n,m) 7→ (m,n)
�
���	

� 	�������
 � ��� 	��� ��� �� ��� �	���

(n,m) 7→ (−n,−m)


��	 ��� ����
���

s1

�
�
s2

���� ���� � ��
�� �
 ��� � �������
n, �� �� ��		��� �
� ��

� ��
�� �
 ��� �
����� �
� ����� ����	��	�� �(
s1

�
�
s2

	��� ������$�
' ���� �	�
�(�	� ����
� ���� ��� ���	�����
 �(

H
�
� �( ��� 
�	� � (�	�

�� ����  �� �� � 
�
,#�	� (����	  �
��	��
� ���� ���� �
� ��
 ���� ��� ����
H ◦ ψi0 = nm

�
 {n ≥ 0} � ������	 ��� ���
 �(
detDψi0(0, 0)

��
 ���	 �
%�� �� � 	���

di = 1/ detDψi0(0, 0) = ±λi
�

�� ��
��
�� �$ � �(�	� �
� ��� �	�
�(�	� ����

(x, y) = ψi0(n,m)

�
 ���
(�� �$

(Xµ)
$��� �
� �

{
ṅ = n+ εf̃i(n,m, µ),

ṁ = −m+ εg̃i(n,m, µ),

�� ����

�� �� ��� (����	
E0
i (n,m)

� �
� ��
 
�� ���$ ��� ����
����� �( ' ���	��
� �� �� ��� ��($ ��� ���	�����
 �( ��� (�
����
�

f̃i(n,m, µ)
�
�

g̃i(n,m, µ)
�

' ��� � � $ ���
Ck �	�
�(�	� ����
�

(n,m) = (I + εφiµ)(n,m), i = 1, 2,
�� ����




��


��	
si

�
� (�	
µ


��	
µ0

 �	�
�(�	� �
� �� ���� �
�� ��� 
�	� � (�	� �





ṅ = n
(
1 + ε

(
λ̃i(µ) + ãi(µ)nm+ Pi(nm, µ)

))
,

ṁ = −m
(
1 + ε

(
ν̃i(µ) − b̃i(µ)nm−Qi(nm, µ)

))
,

�� ��
�

� ��	�
Pi(z, µ)

�
�
Qi(z, µ)

�	� � �$
�� ��� �

z = nm

�( +
��� ���	��
N(k) ≥ k

�
� �( �	��	
O(z2)

�
�� � ���
� � ��� �� ��� � �	(�	� �� �	�
�(�	� ����
�  �
� �����
�

Ck�	�
�(�	� ����
�
(x, y) = ϕ1

µ(n,m)
�
�

(x, y) = ϕ2
µ(n,m)


��	 ��� ������
s1

�
�
s2

	��� ������$ � ���
µ

��	$�
� 
��	
µ0

� �
 ��� 
�	� ��#�
� ���	���

����

(n,m)
 
��	

si
 ��� (�� �$

(Xµ)
	���� �� �
 �� ��
� �� �� ��� (����	

Ei(n,m, µ) =
(
E0
i ◦ (I+εφiµ)

)
(n,m)

 
i = 1, 2

� 
�	
ε = 0

 �� �� �������
��
(����	 �� ����
 �$ −1/ detDψi0(n,m)

�
 {n ≥ 0} � ���
�� �
 ��� � �������
n,�� �� ��		��� �
� �� � ��
�� �
 ��� �
����� �
� ����� ����	��	�� �(

s1�
�
s2

	��� ������$� 
�	
ε = 0

��� �	�
�(�	� ����
�
ϕ1
µ

�
�
ϕ2
µ

���
����
� ���

ψ1
0

�
�
ψ2

0

	��� ������$� " �	����	 ��� � �� ���
��

H

���	����� �


�	� ��#�
� ���	��
���� ��  (�	

ε = 0
 � ���
 �$

nm
 
��	 � ��� ������ �


��� ��( � �
� {n ≥ 0} �

"#�����	�� ��� �����	�	�� ���� � � �� 	���	�� ������ �������	��
��	�� �������	��� �����	� 	�� �����	�����

����� ���	��	���� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	
s1

�
�
s2

�� �
 ���
�	������ ��	��	��� � � � �
 �� ����  ������ �	�
���	�� ������
�

Σ1
µ

�
�
Σ2
µ��		��� �
��
� �� {n = 1} �
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	

s1
�
�

s2
	��

�� ������$� �
����	 ��� �	�
�����
 � ��
Rµ(m)

� �����
 ����� ������
�
���	����� �
 ��� ����
� 
�	� ��#�
� ���	��
���

m
�

� ������ �� ���� �����
 ��� 
�	� ��#�
� ���	��
���� �
 ���� ��$ ����
(�	

ε = 0
��� � �� ���
��


H
	����

nm
�
 ��� 
�	� ��#�
� ���	��
����


��	 ��� ������ �
 {n ≥ 0}  �� �� ����$ ��	�+�� ����

Rµ = I +O(ε).



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

�
 ��� ��( ��
� {n ≥ 0}  �
� ��
 ��+
� (�	
i = 1, 2

�

−Ei(n,m, µ) det (Dϕiµ(n,m)) = 1 + εA
i

µ(n,m) +O(ε2),

θ
i

0(n,m) =

∂ψi
0

∂n
(n,m) · ∂ψ

i
0

∂m
(n,m)

‖ ∂ψi
0

∂n
(n,m) ‖2

.

�� ���


�	���	  �� ��
ã0
i (µ) = ãi(µ) |ε=0

�
�
b̃0i (µ) = b̃i(µ) |ε=0

� �� ��
 
������� ��� (��� �
� �	�� ������
 �
� �����	�	�� ! � ���� ��  (Xµ)

�� 
 � �����
���	 �� 
 � 
� ����	�
	 ���
��� � �� 
� �	 �� ����� 
 ��


µ
�
���	� �	 
 	 ��
����
 ��� �� � �� 

(µ0, 0)�
 ��

µ0 ∈ Rp � �� �
 �

�

XH


�� ��� 
 �
�� ����		 ����	 Γ : H = 0� ���
 	 �
 � 
�� ������ �
�� �� s1


	�
s2 �

�

� � ������ �	 �
  � 
� ��� (Xµ)
�

�
 ���  
�� ��� ��
� 	 ��� 
��� �	� ������	
��
(n,m)

	
� �
  �
�� �� �	


 ��


(Xµ)
�
�� 
� �	 �� ��
� 
	� ��	���� �
  � �	 ����	�

θ
i

0


	�
A
i

µ

��
� 	� �	 �� ��� ��� �
 � 
 ��
 �
  ��� ��	��

ã0
i (µ)


	�
b̃0i (µ)

�

��	���� �
  ��
	�����	 � 
� � ���
Σ1
µ

��
Σ2
µ

�� ��� � �	 �
  
�� ��� ���

� 	 ��� 
��� �	� ������	
�� � �
 	 
  

�

R′
µ(0) = 1 +O(ε).

�� ����
� 	���	�

ΓK

� �
  �
�� ��

Γ ���	� ��
 	
ψ1

0(K, 0)

	�

ψ2
0(K, 0)


	�
fµ � gµ


� �
  ���������	� ��
f


	�
g

��
ε = 0� 
  

�

R′′
µ(0) = ε lim

K→0

[
α(µ) + δ(µ) lnK + Uµ(K) −

∫

ΓK

A
‖ XH ‖3

ds

]
+O(ε2),

�� ����

 � A(z)
�� �� 	� 
�

A(z):=D(div (fµ, gµ))z(X
⊥
H(z))−

{
(2κ0 ‖ XH ‖ − curl XH) div (f, g)

}
(z),


 ��

κ0(z)

�
  ����
��� ��
XH


�
z � 
� �� 	� �	 �� ��� � 
	� 

 �

Uµ(K)
�� � ��	 �� �
  ��� �	 �

U
1

µ(K) − U
2

µ(K)

 ��


U
i

µ(K) :=
1

K

(
∂A

i

µ

∂m
(K, 0) +

θ
i

0(K, 0)

diK
div (f, g)(ψi0(K, 0))

)
, i = 1, 2.




��

�
  ��� ��	�
α(µ)

�� � ��	 �� ã0
1(µ)−ã0

2(µ)

	�

δ(µ)
�� � ��	 �� δ1(µ)−

δ2(µ)

 ��


δ0
i (µ) = 2(b̃0i (µ) + ã0

i (µ))
�

� ���� � �� ��� ��� ���	��	���� 
�	� ��#�
� ���	��
����
(n,m)


��	 ���
������ �� � �(�	� �
� ���$ ' ���	�� � �� � �
 ��� 
�	� ��#�
� �� �	��
����  
� �	�
�����
� � ���	 �
 ��� ��( � �
� {n ≥ 0}  ���
 �
 {n ≥ 0}∩{m ≥ 0} �
�� � ��������
� �
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� ��
 � � 	���	����� �� ��� ��(
� �
� {n ≥ 0}  ���� ����  (�	

ε = 0
 �
� ��
 ����� � ���� ��� ��� ���
��


	����
nm � ��
 ���	����� �
 
�	� ��#�
� ���	��
���� �
� ��� �������
��

(����	 �( ��� 
�	� � (�	� �� ����
 �$
Ei(n,m, µ) � ����  (�	

ε = 0
 ���
�

����� � ��� −1/ detDψi0(n,m)
�


�	��� �� ���� �� � ��� ��� ��
�����
�� �( ��� (��� ����
Rµ = I + O(ε)

�
������	 �� ��
 ��� � � ���
 �$ ���$�
� ��� (�	��� �� ���� � %�� �� �� �
� ��
 ��� (�	��� �� ���� (��� � (	�� ' ���	�� � �� �
�
 ��� (�	���� �( %�� � �

5.4
 �� ���� �� ���� ��� �������
�� (����	�

Ei(n,m, µ)
�
�� �����
�  

i = 1, 2
� )������
 �� ��
� ���$� ���� �� �� ����

�������
�� (����	 �

Xµ(ϕ
i
µ(n,m)) ∧

∂ϕiµ
∂m

(n,m) = Ei(n,m, µ) detDϕiµ(n,m)N1
µ(n,m),�� ����(�	

i = 1, 2
�
� � ��	�

Nµ = N1
µ
∂
∂n

+ N2
µ
∂
∂m

��
���� ��� 
�	� � (�	�
�� ��
� ��

s1

�	
s2

��� �
��
� 
��	 � ���� ����� �� ���$ ��� ���
���$�
)������
 �� ��� �� �	�
����� �
�� �

(1 + ελ̃i(µ))nEi(n, 0, µ)
Xµ(ϕ

i
µ(n, 0)).

∂ϕi
µ

∂m
(n, 0)

‖ Xµ(ϕiµ(n, 0)) ‖2
=

∂ϕi
µ

∂n
(n, 0).

∂ϕi
µ

∂m
(n, 0)

‖ ∂ϕi
µ

∂u
(n, 0) ‖2

.

�� ����
�	��� �� ���� �� ���� ���� ��� �	��
Aiµ

 �
 ��� �	� �( �( ' ���	�� � �� ��

�� 	������ �$ �

Aiµ = Ei(n,m, µ) det
{
Dϕiµ(n,m)

}

= −
(
1 + εA

i

µ(n,m) +O(ε2)
)
, i = 1, 2.



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
� 



�	���	  (�	
ε = 0

 (�	��� �� ���� ���� ��

−di n
XH(ψi0(n, 0)).∂ψ0

∂m
(n, 0)

‖ XH(ψi0(n, 0)) ‖2
=

∂ψi
0

∂n
(n, 0).

∂ψi
0

∂m
(n, 0)

‖ ∂ψi
0

∂n
(n, 0) ‖2

= θ
i

0(n, 0),
�� ����

���� ����
θiµ(n, 0)

��� ��	�
� �
 ��� (�	���� �( ' ���	�� � �� 
�� �����
θ
i

0(n, 0) +O(ε), ε→ 0
�

������
� ���� ��� ����	��
�� �(
Xµ

	����
div Xµ = ε div (f, g) + O(ε2)�
� 	�(�		�
� �� ��� 
�	� � (�	� �
 �� ��
�  �� ����� � � ���	 (�	 ���

	����	 ���� (�	��� �� ���� �
 ' ���	�� � �� 	������ ��
R′′
µ(0) = εr1(K,µ) + ε2r2(K,µ),

�� ����
� ��	�

r1(K,µ)
�� ��� (�
����
 ����
 �$

r1(K,µ) = α(µ) + δ(µ) lnK + Uµ(K) −
∫

ΓK

A
‖ XH ‖3

ds,

� ��� � ��� ��	�
� (�
����
� ��+
�� �� �� ��� �
������ ���� ��� �	�
�(�	� ����


m̃ = R′
µ(0)m

�
 
�	� ��#�
� ���	��
����
����� ��� ������$ �� ���� �
��	��
� �� �� �	��	

O(ε2)
� ' ��	�(�	�  �
� ��


���$� ����� � ���� ��� ��
�����

R′
µ(0) = 1

�� �����+�� ���� ���� �� ��
� ����+�� �� ���$ (�	��� �� ���� (�	 �����
�
� � (�	��� (�	

R′′
µ(0)

�� ��
�	��	

O(ε2)
�

� ������
Rµ = I +O(ε)

 �� ��
 � 	��� �
R′′
µ(0) = εη(µ) +O(ε2),

�� ����
(�	 ��� � (�
����


η(µ)
 
C∞ ��� �
��
� �


µ
� �
 ��	�����	 ��� ��	�
�

�� ���� � ��� �� ����  �
� ���� �
r1(K,µ) = η(µ),

(�	 �
0 < K < K0

 
K0


��	 #�	� � ' ��� �� ���� �
η(µ) = lim

K→0
r1(K,µ),

	�����
� �
 (�	��� �� ���� �
�




�

� �� �� 
�� 
���� � �
η1

���
η2

�� �	� � ��
$ �
��	����� �� ���$ ��� ����
����� �( ��� �	�� ���� ������
�
� ����
 ��� (	�� ���	� �( ������
 � �
 � �
����	 �

(Xµ) :





ẋ = −∂H
∂y

(x, y) + εf(x, y, µ),

ẏ =
∂H

∂x
(x, y) + εg(x, y, µ),

�� ����

� ��	�
H, f, g

�	� �
C∞ �
�

µ = (µ, ε)
�� ��	$ �
� 
��	

(µ0, 0) � ���
µ0 ∈ Rp � ���� ��� ���� (�	

ε = 0
 
X(µ0,0) = XH

��� ��� � � �	�� � �

��
�� � ��
��� �$ � �$� �	� ��� ,����� �$�� L � �� ��� ���

H
�� � � #�	�

�
 ���
2,����� �$�� �
� ��	���$ � ������� �
 ��� 
��	�$ ����� �	���� �

� �
���
s1

�
�
s2

�� ��� �$� �	� ��� ������ �
�
Γ1

�
�
Γ2

�� ��� �����,��

�����
� ��
�������
� L �� �
 
 ���	� � �
 �
�
 ���� ������
  �� �����
 (�	���� (�	

η1(µ, 0)
�	��� �

η2(µ, 0)� �
 ���
���� � ��	� �
� ��
 +
� � ��	�� �
 ��	�� ���	 ����� �����
� ��	����
(µ, 0)

��
� � ����
Γ1

�	��� �
Γ2� � �	����� �

�������	��� �����	� 	�� �����	����� ���� ��� ������ �� � � ��
� 	���	��

2
� ����� ����

�
� �	������ ��� ��	 �� �
 ������
 � �� �� �����
 �
Ck �	�
�(�	� ����


(x, y) = ϕiµ(n,m)
 
��	

si
 ���� ����

(Xµ)
�� �	�
�(�	� �� �
�� �� ��
� ��

�� � 
�
,#�	� (����	
Ei(n,m, µ)

� �  
������
� �	� ���� ��� ��� � �� �

��� �	������ ������
 �
' �� 
�	� ��#�
� ���	��
����

(n,m)
��
 � � �����
 ���� ���� (�	

ε = 0
�

� ��
�� �
 ��� � �������
n, �� �� ��		��� �
� �� � ��
�� �
 ��� ����� �
� �
�

����� ����	��	�� ����
��� �
� ��
�
Γ1

(�	
ε = 0� �(

s1

�
�
s2

	��� ������$ �
��� ��	  � ��
�� �
 ��� � �������

m, ���� ��		��� �
� �� � ��
�� �
 ��� �
�
����� �
� ����� ����	��	�� ����
��� �
� ��
�

Γ2

(�	
ε = 0� �(

s1

�
�
s2	��� ������$ � � �	����	  
��	

si
 (�	

ε = 0
�
� �
 {n ≥ 0}  ��� ��� ����


��
 ���	����� �
 
�	� ��#�
� ���	��
���� 	����
nm

�
� ��� �������
��
(����	 	���� −1/ detDψi0(n,m)

 
i = 1, 2

�



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

' �� �� ��� ������ �( �� �	��
���� �� ���� �
 �	��
�����
 �
 ��� 
�	� ��
�#�
� �� �	��
��� ���� � �
 ��	�����	

ψ1
0

�
�
ψ2

0

���� �� � � �����
 ����
����

detDψ1
0(0, 0) > 0

�
�
detDψ2

0(0, 0) < 0
� ' ��� ��
 � � �������� �$

� �	(�	� �
�  �( 
������	$ �� �	��
��� �� ������ 
��	 ��� ������ ���� ����
detDψ1

0(0, 0)
�����

1/λ1
�
�

detDψ2
0(0, 0)

����� −1/λ2
� � (��	��	��  

�( 
������	$ � 	�������
 � ��� 	��� ��� �� ��� �	���
 � � � � ��- ���
� �

�	��	 ���� ��� � �������

n, �� �� �
�
m, ���� ��		��� �
� �� ��� ���	��	����

����	��	���� �

������� ��� ���� ��	��
η1

���
η2

����� ���	��	���� 
�	� ��#�
� ���	��
���� 
��	 ��� ������
s1

�
�
s2

�
� � �
 �� ����  ������ �	�
���	�� ������
�

Σ1
µ

�
�
Σ2
µ

��		��� �
��
� ��
{n = 1} �
 
�	� ��#�
� ���	��
���� 
��	

s1

�
�
s2

	��� ������$� � �� �
��	 ��� ��� �	�
���	�� ������
�

Σ2
µ

�
�
Σ4
µ

��		��� �
��
� �� {m = 1} �


�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	

s1
�
�

s2
	��� ������$� ' �� ������
�

Σ1
µ�
�

Σ3
µ

�	� ��	�� ��	���� ���
� ��� 
�	� ��#�
� ���	��
���
m � ��� ���


�	� ��#�
� �� �	��
���
n

�� ���� �
 �	��	 �� ��	�� ��	��� ��� ������
�
Σ2
µ�
�

Σ4
µ

�
�
����	 ��� �	�
�����
 � ���

R1
µ(m)

�
�
R2
µ(n)

(	��
Σ1

��
Σ3

�
�
Σ2��

Σ4

	��� ������$ ��� 
 ���	� � � � ' �� ���- ���
��
η1(µ)

�
�
η2(µ)

�	�
��+
�� �� �
 ������
 � �
 �

R1
µ(m) = m+ ε(−β(µ) + u(µ)m+ η1(µ)m2 +O(m3)),

�� �� 
�
�
�

R2
µ(n) = n+ ε(η2(µ)n2 +O(n3)).

�� ���
�� ����� � ����

Γ1

�� �� ��
Γ2

���$ �
�	���
 ��
� � ��	��

µ = γ(ε),

� ���
γ(0) = µ0

�
�� ���� ��� (��� �
� ��	��	$ �( � 	�� ������
 � �� �




��

������� ! �� ���� ��  (Xµ)
�� 
 � �����
���	 �� 
 � 
� ����	�
	 �����

� �� XH = X(µ0,0)
���  �	 �����	 � ���� ��  XH

��	�
�	� 
 ���
�� � �����	 ��� � �
�� ��	������� �� �
 � �
�� �� s1, s2


	� �
 � �
�� ����		 ����	
Γ1,Γ2



 ��
 ��
� �	���� 	 
��	� 
 ����
µ = γ(ε)

�	 �
�
� �� ��
�
�
���	� �
����


(µ0, 0)
� �
 ���  
�� ��� ��
� 	 ��� 
��� �	� ������	
�� 	 
�

�
  �
�� �� �	 

 ��

(Xµ)

�
�� 
� �	 �� ��
� 
	� ��	���� �
  � �	 ����	�
θ
i

0


	�
A
i

µ

�� 	� �	 �� ��� ��� �
 � 
 ��
 �
  ��� ��	��
ã0
i (µ)


	�
b̃0i (µ)

�

��
ΓK1

� �
  �
�� ��
Γ1 �� �	� ��
 	

ψ1
0(K, 0)


	�
ψ2

0(K, 0)
� �	
��

�� ����� �� ΓK2
� �
  �
�� ��

Γ2
���	� ��
 	

ψ1
0(0, K)


	�
ψ2

0(0, K)
�

� 	��
fµ0


	�
gµ0


� �
  ���������	� ��
f


	�
g

��
µ = (µ0, 0)

��� ������� � �
 	 �
  ��� ��	�
η1(µ0, 0)


� �� 	� �	 �����	 �
��

η1(µ0, 0) = lim
K→0

[
α(µ0) + δ(µ0) lnK + V µ0

(K) −
∫

Γ1
K

A
‖ XH ‖3

ds

]
,

�� ����

 � A(z)
�� �� 	� 
�

A(z):=D(div (fµ0 , gµ0))z(X
⊥
H(z))−

{
(2κ0‖XH‖−curlXH)div (fµ0 , gµ0)

}
(z)


 ��

κ0(z)

�
  ����
��� ��
XH


�
z � �� 	� 
� �	 �� ��� � 
	�

V µ0
(K)

��
� ��	 �� �
  ��� �	 �

V
1

µ0
(K) − V

2

µ0
(K)


 ��
 �

V
1

µ0
(K) :=

1

K

(
∂A

2

µ0

∂m
(K, 0) −

∂A
1

µ0

∂m
(K, 0)

)
,

V
2

µ0
(K) :=

1

K

(
θ

1

0(K, 0)

λ1K

���
1 +

θ
2

0(K, 0)

λ2K

���
2

)
,



 � ���
i := div (fµ0 , gµ0)(ψ

i
0(K, 0))

� �
  ��� ��	�
α(µ0)

�� � ��	 ��
ã0

2(µ0) − ã0
1(µ0)


	�
δ(µ0)

�� � ��	 �� δ2(µ0) − δ1(µ0)

 ��


δ0
i (µ0) =

2(b̃0i (µ0) + ã0
i (µ0))

�
� ���� � ���$ �
� � 	�� ������
 � �� �
 ��� (�� �$

(Zε) = (X(γ(ε),ε))
 �
�

����$ �����
� (	�� (�	��� �� ���� �
d2R1

(γ(ε),ε)

dm2
(0) = εr1(K, ε) +O(ε2),



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

(�	 ����
0 < K < K0

 
K0


��	 #�	�  � ���

r1(K, ε) =
[
α(γ(ε)) + δ(γ(ε)) lnK + Uγ(ε)(K) −

∫

ΓK

A
‖ XH ‖3

ds

]
+O(ε).

� �� �	� ��	� ����
Γ1

	�
� (	��
s2

��
s1

� ��  ��� ��	�� � ��� ��� �	������
������
  ��� 	��� �(

s1

�
�
s2

�	� �
��	���
��� � �
 ��� ����	 ��
�

d2R1
(γ(ε),ε)

dm2
(0) = εη1(γ(ε), ε) +O(ε2)

���� ����
η1(γ(ε), ε) +O(ε) = r1(K, ε) +O(ε).

����������
�
ε = 0

 �
� �����
� �

η1(µ0, 0) = r1(K, 0),

(�	 ����
0 < K < K0

 	�����
� �
 ��� ������ (�	��� �
�

������� ! �� ���
 �
  �
�  	��
���	� 
	� ��	����
���	� 
� �	 ������
�
�� ���� �
  ��� ��	�

η2(µ0, 0)

� �� 	� �	 �����	 �
�� �

η2(µ0, 0) = lim
K→0

[
β(µ0) + δ(µ0) lnK + Ṽµ(K) −

∫

Γ2
K

A
‖ XH ‖3

ds

]
,

�� ����

 � A(z)
�� �� 	� 
� �	 ����� �
�� ��� 
	�

Ṽµ0
(K)

�� � ��	 �� �
 
��� �	 �

Ṽ 2
µ0

(K) − Ṽ 1
µ0

(K)� 
 ��
 �

Ṽ 1
µ0

(K) :=
1

K

(
∂A

2

µ0

∂n
(0, K) −

∂A
1

µ0

∂n
(0, K)

)
,

Ṽ 2
µ0

(K) :=
1

K

(
θ

1

0(0, K)

λ1K

���
1 +

θ
2

0(0, K)

λ2K

���
2

)
,



 � ���
i := div (fµ0 , gµ0)(ψ

i
0(0, K))

� �
  ��� ��	�
β(µ0)

�� � ��	 ��
b̃02(µ)− b̃01(µ)


	�
δ(µ0)

�� � ��	 �� δ2(µ)−δ1(µ)

 ��


δ0
i (µ0) = 2(b̃0i (µ0)+

ã0
i (µ0))

�




��

� ���� � %� ��$ 
��	 ��� ������  ��� �
�	���
 ��

�����

Γ2

��		��� �
��
�� ���

m, �� �� �
 ��� 
�	� � (�	� � � � (��	 � �� �	��
��� �� ����
(n,m) 7→

(m,n)
 �� ��
 ���$ �		��	$ � �� � ' �� ���- ���
�� �
 ��� 
�	� � (�	�

�� ��
� �� ���� 	��� �
� ���
�� ���
  �( �� ��
� �� ���� ��� ���	�����
 �(
�� ��
� �� �� �� � � ������

Γ2

	�
� (	��
s1

��
s2

 ��� 	��� �( ��� ������ �	�
�
��	���
��� ��� ��	�� � ��� �	��	$ � �� �

�

� �� �� ��
���� � � ���
����� �� ����
	 ���
	

�
 ���� ������
  �� ���$ ��� (�	���� �����
�� �
 ��� ��� ������
 �
 �
�� ���+� ���� �� � �
����	 � ��� ���
��
 �����	 +��

XH
� ��� ��� ����


��


H(x, y) = y(x2 +
1

12
y2 − 1),

� ���� �� �
(�� ��
(X(µ,ε))

����
 �$ �

{
ẋ = 1 − 1

4
y2 − x2 + ε[µ3xy + µ4y

2x+ y(x2 + 1
12
y2 − 1)(x−

√
3π
8
xy)],

ẏ = 2xy + εy(µ1 + µ2x). �� ����' �� ����� � �	�	��� �(
XH

� ��� ��� �
 
 ���	� � �� � �� ��
���
� (��	 ��
���
�	����� � ��� ��
��	� ��

(0,±2)
�
� ��� ������ ����
 �$

s1 = (−1, 0)
�
�

s2 = (1, 0) � ��	� � ��� ������ ���� ����
����� ±2
� ' �� ��
���	�����

���$ +��� �(��	 � �	��	�����
  �� �� �� ��� �����,��

�����
 � �����

���� $�
� �
 ���

x, �� �� � ' �� ������ �
� ��� �����,��

�����
 �
 ���
x, �� �� �	� ��	� �( ��� ,����� �$���  �
� $ �
� �
 ��� ��( � �
� {y ≥ 0}�
� �
� $ �
� �
 ��� ��( � �
� {y ≤ 0} � �
 ���

2,����� �$���  
H

�����
��� ���� #�	�  �
���� ��� �

��� $ �
� �
 ��� ��( � �
� {y ≤ 0}  

H
��

��	���$ � ������� �
�� ���� ��� ����

µ
��	��� �
 �
 
����� ��	���� �(

(0, 0)
�
� ��	�($ ��
�

�����
� �� ���  �� ��� �
� �� �
� 
��	 ���
2,����� �$�� L $ �
� �
 ��� ��(

� �
� {y ≤ 0} � 
	�� �
��  �
� ��
����� ���� L �	������ �� ���� �
�
���
 �� �� �$�� �
���� ��� (�� �$ �� ����  

µ
��	$�
� 
��	

(0, 0)
�



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

s1 s2


 ���	� � �� � ����� � �	�	��� �(
XH = X(µ,0)

�

��� ���������	 �����
���� ��� �
��	�� ��� ��	

%�� �� ���	� �$ ��	�($ �
� ��� ��
�����
 ��
��	
�
� ��� �	�
�����
 � ���
��
� ���

2,����� �$�� L � �� ���� ��� ����
µ = (µ, ε)

��	��� �
 �

����� ��	�� �� �(

(0, 0)
�
� ��	�($ ��
�����
 �� �
� � � �
� {µ = 0} ���

� �	��	�����
 �� #�	� �
 � ��� ��

�����
� �( L  �� �$ �
� ���� ���$ � �	����
�
 ��� ���(�� �$

X(0,ε)

� � �
�� �� �� � ����+�� �� ��� ��� (�	���� �� �� 
� �
�
�� ��� �
 �	��	 �� �������

η1(0)
�
�

η2(0)
� �
 � ��� (��� �  
������
�

�	� ���� ��� ��� � �� �
 �	��	��� � �� �
� � �� �

���� ��	�� �� �������	��� �����	� 	�� �����	�����

�� ������� ��� ���	��	���� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	 ��� ������ �(
��� ���(�� �$

(Xε) = (X(0,ε))
� ' �� �
(�� �
�

(Xε)
	���� �

(Xε) :

{
ẋ = 1 − 1

4
y2 − x2 + εy(x2 + 1

12
y2 − 1)(x−

√
3π
8
xy),

ẏ = 2xy




��

� ���
X0 = XH

� �� � � ��� ��	 �� � � ��- ���
� �� � �	(�	� 
�	� � (�	�
��������
� �� �� �	��	

4
�

' �� � �� ���
��
 �����	 +��
XH

��� ��� �$� �	� ��� ������  �
� ��
(−1, 0)

�
� �
� ��
(1, 0)

� � ��	
(1, 0)

 �� �	� ���� �� (��� � � �� ���	�
� ��� �������
� ���

3,� �� �(
(x, y) = ψ2

0(n,m)
 ��� ���	��
��� ���
��

�	�
�(�	� �
�
XH

�
�� ��� 
�	� � (�	� �� ���� �� ��
C∞ �������
�� �


 �	�� �� �	�
���� ��� ��
���	��$ �� ��� �	���
  $ ��� �
� �
{
ẋ = −2x− 1

4
y2 − x2,

ẏ = 2y + 2xy.

' �� �
��	 ��	� �� ��� �	���
 �� �	���$ �
 ��� � �	��
 (�	� � �  ��	� � �(
�	��	

2
�	� 
�
,	���
�
� ���� ���� ��� �	�
�(�	� ����


(x, y) = (x+
1

2
x2 − 1

24
y2, y − x y),

�� ����
� � 	�� ��� � �( ���� � ' ��

3,� �� �( ��� �����
�� �����	 +�� 	����  
� 	���
�

(x, y)
�
����� �(

(x, y)
�

{
ẋ = −2x− x3 + 7

12
xy2,

ẏ = 2y − x2y − 1
12
y3.

�
��
��
� ���� �	� ����	�  �
� �����
� ��� �	�
�(�	� ����


(x, y) = (x+
1

4
x3 +

7

48
xy2, y +

1

4
x2y − 1

48
y3),

�� ����
���� � � 	�� ��� � ��	� � �( �	��	

3
� �
� ��
����� ���� ���

3,� �� �(
X��

Cω �
��	����� �$ ��� �	�
�(�	� ����
 ����
 �$ ��� ��� � ������
 �( ���
�	�
�����


(x, y) = (x+ 1, y) � ��� �� ���� �
� �� ���� �
' �� ��� ���
��
 ���	����� �
 ��� 
�� �� �	��
���� �	���$ 	����

2xy�� �� �	��	
5

� ' ��	�(�	� ��� �	�
�(�	� ����
 ���� �	�
�� ��� ��� ����

��
 �


xy
�� �� �� �	��	

4
����
 �$ � ��������
 ���� �
� ��
 ������

�� � �
(x, y) = (x, y

2
)

� � (��	 � �� ���� �( ��� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� �
�
� 	�������


(x, y) 7→ (−x,−y)  ��� � �������
x

�
�
y, �� �� �
 
�	� ��#�

�
� ���	��
���� ��		��� �
� 	��� ������$ �� ��� �
����� �
� ��� �����



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

����	��	�� �(
s2

$ �
� �
 L � �
� �����
� ��� (��� �
�
3,� �� �( ��� �	�
��

(�	� ����

(x, y) = ψ2

0(n,m)
�

(x, y) =

(
1 −m+ 1

2
m2 − 1

96
n2 − 1

4
m3 − 7

192
n2m,

−1
2
n− 1

2
nm− 1

8
nm2 + 1

384
n3

)
.

�� ����

' �� �,� �� �(
(Xε)

�� �	�
�(�	� �� �
�� �
{
ṅ = n+ 1

2
εn2m,

ṁ = −m− 1
2
εnm− ε

√
3

32
πn2m,

�� ����
�� �� � (����	

2 +O(|nm|2) �
� ��	

s1 = (−1, 0)
 �
� ��
 �	����� ����$ �
������ �� �� ��� � ����

���	  �
� ��
 ��� � ��� ��� �( ��� �$� � ��	$ �(
XH

� ��� 	��� ��� �� ���
y, �� ��  ����
� �� ��� ��� � 	����� �
' �� � �� ���
��
 �����	 +�� �� �
��	��
� �
��	 ��� �	�
�(�	� ����


(x, y, t) 7→ (−x, y,−t),
���� ���� ��� � ���� ���	 �(

XH

�
 ��� 	����
 {(x, y) | −1 < x < −1 + ε0}�� �����$ ����
 �$ ��� � �������	 �( −XH
�
 ��� 	����
 {(x, y) | 1− ε0 <

x < 1} � �����
�
ψ1

0 := S ◦ ψ2
0

 � ��	�
S(x, y) = (−x, y)  ���

3,� �� �(
(Xε)

�� 
��	
s1

�	�
�(�	� �� �
�� �
{
ṅ = n− 1

2
εn2m,

ṁ = −m+ 1
2
εnm+ ε

√
3

32
πn2m,

�� ����
�� �� � (����	 −2 + O(|nm|2) � " �	����	 ��� ��� ���
��
 ���	����� �


�� ���	��
���� 	����

nm
 �� �� �	��	

5
�

�
� ��
��
��� �$ � �	(�	� �
� � �	�
�(�	� ����
 �( ��� (�	�
I + εϕiε

 
i = 1, 2


��	
s1

�
�
s2

	��� ������$ �����
� ��� �
� �	��	� �� �����	




��

+�� �
���
��� ��� 	�� ���
� 
�
,	���
�
� ��	� � �( �	��	 ��� ���

4

 
��� ��	�
� �(��	 ��� ��	�� ���	

ε
�
 ���	�����
� �� ���� �
� �� ���� �

�	���
� �� ���� ���� ����

(x, y)

�� ��� �� ���	��
���� �
�
(x, y)

��
��� 
�� �� �	��
����  ��� ��	� ε

2
xy ∂

∂y

�
 �� ���� ��
 � � 	�� ���� �$ � ��
�
�( � �	�
�(�	� ����


(x, y) = (x, y − 1

2
εx y),

�� �� 
�
$��� �
� �
 ��� �����	 +�� �





ẋ = x+ 1
2
εx2y,

ẏ = −y + ε
(

1
4
ε−

√
3π

32

)
x2y.

' �� 
�
,	���
�
� ��	�

ε

(
1

4
ε−

√
3π

32

)
x2y

∂

∂y
,

��
 � � 	�� ���� �
 ���
3,� �� �$ � �� �	��
��� ���
��

(x, y) = (x, y − 1

2
ε

(
1

4
ε−

√
3π

32

)
x2y)

�� ���
$��� �
� �
 ��� (��� �
� 
�	� � (�	� ��

s2

(�	 ���
3,� �� �(

(Xε)
�

{
ṅ = n + 1

2
εn2m,

ṁ = −m,
�� ����

�� �� � (����	
2+O(|nm|2) � �
������$ � �	(�	� �
� ��� �	�
�(�	� ����


(n,m) =

(
n,m+

1

2
ε(nm+

1

2

(
1

4
ε+

√
3π

32

)
n2m)

)
,

���
3,� �� �( �� ���� � �  � ��$ 
��	

s1

 � � �	�
�(�	� �� �
�� �
{
ṅ = n− 1

2
εn2m,

ṁ = −m,



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
�


�� �� � (����	 −2 +O(|nm|2) �
� �� �	� ���� �
� ��
 ��� ��� �	��	�� �
 ��� �
��� � �
 (�	 �������
�
��� �� ��� 
�	� � (�	� � �

���� ��	�� ��
η1(0)

���
η2(0)

�� ��� (�	���� �� ���� �
� �� ���� �� �������
η1(0)

�
�
η2(0)

�
� ��
� ��� �� ��� 
�	� � (�	� ��������
�  �
� ��� ����� �

θ
1

0(n,m) = θ
2

0(n,m) =
13

12
x− 11

24
xy +O(‖ (x, y) ‖3),

�� ����
�
� �

{
A

1

0(n,m) = 1
2
n+ 1

64

√
3πn2 +O(‖ (n,m) ‖3),

A
2

0(n,m) = −1
2
n− 1

64

√
3πn2 +O(‖ (n,m) ‖3),

�� ����
�������	 � ��� �

div (f0, g0)(x, y) = 2xy(x−
√

3π

8
xy) +H(x, y)(1 −

√
3π

8
y),

�� ����
� ��	�

f0

�
�
g0

�	� ��� (�
����
� ��� ��	�
� �(��	 ��� ��	�� ���	
ε

�
 ���
���	�����
 �(

(Xε)
� �
 ��	�����	  �
� ���� �

div (f0, g0)(ψ
i
0(0, K)) = 0, i = 1, 2, ∀0 < K < K0,

���� ����
Ṽ 2

0 (K) = 0
 (�	 ����

K

��	 #�	�  �
 (�	��� �� ���� � �


��� ����	 ��
�  ���
� �� ����  �
� ���� ���� ��� ��$� ������ � �������	 �(
Ṽ 1

0 (K)
��
K → 0

�� ����
 �$ �

Ṽ 1
0 (K) = − 1

K
+O(K), K → 0.

�
� ��
����� ���� ��� (�
����

Ṽ0(K)

�
 �� ���� ��� ��� (��� �
� ��$� ��
����� � ���� ���	 ��

K → 0
�

Ṽ0(K) =
1

K
+O(K), K → 0.




�


�	���	  (	�� �� ����  �� ���� �

θ
1

0(K, 0) = θ
2

0(K, 0) =
13

12
K +O(K3), K → 0

�
�  (	�� �� ����  

div (f0, g0)(ψ
1
0(K, 0)) = div (f0, g0)(ψ

2
0(K, 0)) = −K +O(K2), K → 0

���� ���� ��� (�
����

V

2

0(K)
�
 (�	��� �� ���� �� ����
 �$ �

V
2

0(K) = −13

24
+O(K), K → 0.

� ��
� �� ����  �
� ����$ ����

V
1

0(K) = O(K), K → 0

�� �$ �
� ����
V 0(K)

�
 (�	��� �� ���� �� ����
 �$ �

V 0(K) =
13

24
+O(K), K → 0.

�� �	� �(� � ��� ��� ��������
� �( ��� �
���	�� ��� ��	�
� �
 ��� (�	���
�� �� ���� �
� �� ���� �(

η1(0)
�
�

η2(0)
	��� ������$�

�
����	 ��� �
���	� �
 (�	��� �� ����  ��
� ��� �	���
Γ2

$ �
� �
 ���
x, �� �� � ��	�� ��	���
� ��� �	��� ���
� ���

x,�� �	��
��� ���� �� �
 �
�
���	� ���	

x ∈ [r1
1(0, K), r2

1(0, K)] � ���
ψi0 = (ri1, r

i
2)

�
�
K

��	$�
� �

]0, K0[

 
K0


��	 #�	� � � ��	��� ��������
 $���� ��� (��� �
� �	�� �����
�( ��� �
���	�
��� �

F (x) := ln

(
1 − x

1 + x

)
− x

x2 − 1
.

' �� �
���	� ���
 �����
F (r2

1(0, K))−F (r1
1(0, K))

�	 � ������
r1
1(0, K) =

−r2
1(0, K)

�

I := −2
r2
1(0, K)

r2
1(0, K)2 − 1

+ 2 ln

(
1 − r2

1(0, K)

1 + r2
1(0, K)

)
.



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

� ��
� �� ����  �
� ����$ +
�� ����

r2
1(0, K) = 1 −K +

1

2
K2 +O(K3), K → 0

$��� �
� �


I =
1

K
− 2 ln 2 + 2 lnK +O(K), K → 0.

�
����	 
�� ��� �
���	� ��
� ��� ��

�����

Γ1

�
 (�	��� �� ����  

Γ1 : x2 +
1

12
y2 − 1 = 0,

� ���� ��
 � � ��	�� ��	���� �$ ���
x,�� �	��
��� $��� �
� �
 �
���	� ���	

x ∈ [r2
1(K, 0), r1

1(K, 0)]
� � ��	��� ��������
 ���� � ����

G(x) := g(x) +
1

2
ln

(
1 + x

1 − x

)

�� � �	�� ����� �( ��� �
���	�
���  � ���
g

� (�
����
 �( � 	����	 �
�
���	�����
 �����($ �
�

lim
x↓−1

g(x) = − lim
x↑1

g(x) =
1

24
− 3

8
π2.

' ���  ��� �
���	� �����
G(−r2

1(K, 0))−G(r2
1(K, 0))

� � ��
� �� ����  �
�
����

r2
1(K, 0) = 1 − K2

96
+O(K3), K → 0

���� ���� ��� �
���	� �����

I := 2c0 + 2 lnK − ln 192 + o(1), K → 0,

� ���
c0 = limx↓−1 g(x)

�
����������
� � ��� �����
�� ���� �
 ��� (�	���� �� ���� �
� �� ����  �
�
���� �

η1(0) =
35

24
+ ln 192 +

3

4
π2, η2(0) = 2 ln 2.




��

��� ���������	 �����
���� ��� �� � ���� �����
� �

���� ���
h ≥ 0

�
� ��
���
γh

�� �
� �( ��� ����� ��	��� �
���� ���
�

��� �( � ���� L �� ��� � ��
��	$� ' �� �� ���
 �
���	� �� ��+
�� �� �

∫

γh

fdy − gdx,
�� ����

� ���
f(x, y, µ)

�
�
g(x, y, µ)

��� (�
����
� ���� ��� ��	 �(��	 ��� ��	��
� ���	

ε
�
 ��� ���	�����
 �(

(Xµ)
 �� ���� � �� 
�� ����� ��� ��
�����
�

�� ��� �
� �� ��� �
�
 � ��� (��� �  �� ���� ��� �� ������� ��� ���- ���
�� �
 ��� �� �
��
���


I(h, µ) = p(µ) + q(µ)h log h+ r(µ)h+ s(µ)h2 log h+O(h2).
�� ����

' �� �� ���
 �
���	� �� ����
 �$ �

I(h, µ) =
∫
γh
µ3xydy − (µ1 + µ2x)ydx

+
∫
γh
µ4y

2xdy + y(x2 +
1

12
y2 − 1)

︸ ︷︷ ︸
H(x,y)

(x−
√

3π
8
yx)dy

= µ4

∫
γh
y2xdy +

(
µ3 −

√
3π
8
h
) ∫

γh
xydy

+h
∫
γh
xdy − µ1

∫
γh
ydx− µ2

∫
γh
xydx

� ��
�
∫
γh
d(xy) = 0 ⇒

∫
γh
ydx = −

∫
γh
xdy,

∫
γh
d(x

2

2
y) = 0 ⇒

∫
γh
xydx = −1

2

∫
γh
x2dy,

∫
γh
x2dy =

∫
Dh

2x dx dy = 0,
�� ����

I(h, µ) = µ4I2(h) + (µ3 −
√

3π

8
h)I1(h) + (µ1 + h)I0(h),

�� ����



���� ��� � � �������� �� �� ��� � �� � � �
���� 
��

� ���
Ik(h) =

∫
γh
ykxdy

� ��� �$ ��	��� ��� �������
  �
� ����$ ��	�+��
���� �

limh→0 I0(h) = −
√

3π,

limh→0 I1(h) = 8,

limh→0 I2(h) = −3
√

3π,

�
 ��	�����	 ��� ��
�����
 �� ���� �
2,����� �$�� �� ����
 �$ �

I(0, µ) = −3
√

3πµ4 + 8µ3 −
√

3πµ1 = 0.

� �(�		�
� �� �
��  ��� � ���	�,
���� �������
 �	� ����
 �$ �

D(h)
d

dh



I0
I1
I2


 =




3
4
h2 − 2 −3

4
h 2

3

h 9
8
h2 −h

−3
2
h2 −3h 3

2
h2





I0
I1
I2


 ,

�� �
���

� ���
D(h) = 9

8
h(h2 −

(
4
3

)2
)

� �	���
� �

I0(h) = −
√

3π + a1h + a2h log h+ a3h
2 log h +O(h2),

I1(h) = 8 + b1h + b2h log h+ b3h
2 log h+O(h2),

I2(h) = −3
√

3π + c1h+ c2h log h+ c3h
2 log h+O(h2),

�
� ����������
� ���� �
 �� �
��� ����� �
(

9
8
h3 − 2h

)
[ a1 + a2(1 + log h) + a3(2h log h+ h) +O(h) ]

= (3
4
h2 − 2)I0(h) − 3

4
hI1(h) + 2

3
I2(h)

(
9
8
h3 − 2h

)
[ b1 + b2(1 + log h) + b3(2h log h + h) +O(h) ]

= hI0(h) + 9
8
h2I1(h) − hI2(h)

(
9
8
h3 − 2h

)
[ c1 + c2(1 + log h) + c3(2h log h+ h) +O(h) ]

= −3
2
h2I0(h) − 3hI1(h) + 3

2
h2I2(h)




��

�� ��	�
� ��� ���- ���
� � ���
h

�
 ���	$ �������
 ���� 	��� ������$ �� �

−2a1−2a2 = −2a1−6+
2

3
c1, −2b1−2b2 = 2

√
3π, −2c1−2c2 = −24,

' ���� � ���
h log h

�	� ����
 �$ �

−2a2 = −2a2 +
2

3
c2, −2b2 = 0, −2c2 = 0.

��

a2 = −1, b1 = −
√

3π, b2 = 0, c1 = 12, c2 = 0.

�� ��
���� ���� �

I0(h) = −
√

3π + a1h− h log h+ a3h
2 + a4h

2 log h+O(h2),

I1(h) = 8 −
√

3πh+ b3h
2 + b4h

2 log h+O(h2),

I2(h) = −3
√

3π + 12h+ c3h
2 + c4h

2 log h+O(h2).

� ��
� �� ����  ��� ���- ���
�� �
 �� ���� �	� ����
 �$ �

p(µ) = −3
√

3πµ4 + 8µ3 −
√

3πµ1,

q(µ) = −µ1,

r(µ) = 12µ4 −
√

3πµ3 + a1µ1,

s(µ) = c4µ4 + b4µ3 + a4µ1 − 1,

��
p(0) = q(0) = r(0) = 0

 ���
s(0) 6= 0

� " �	����	  �� �� ����$ ���
 ����
��� � ��

µ 7→ (p(µ), q(µ), r(µ), α1(µ)),

� ���
α1(µ) = 1

2
(µ1 − µ2)

�� � � �� ������ �	����� �� #�	� �



������� �

������ ��� � � �� ���� �����
	�� ����� ���� ��� �� 	�� � �� �����

�� � � ����$ ��� �$�����$ �( �
 �
� ��
��� �� �� � �	����� ��� �
���� �
(�� �$ �( %�&
�	� �$���� � �( �$� �

(m,n) � ���
m < 2n+1

 
m

�
�
n

��� �
�� ���� �	���$ ���
 �
 �����	  ���� �� �� � ������ (�	 ���� %�&
�	� �$��
��� � �� ��
���
 � ����	���
 �� ��

�����
 � �����
 ��� ��� �,�$� �	� ���
������ �� �
+
��$ ��� �
� 	��� �� �
 �	���	�� � � ��
�� ������ ���
�� ����� ��� 
 ���	� � �
 �

s− s+


 ���	� � �
 � �
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� �
�
 ���� ������	 �� �	� ��� �
� �� +
� �
 ��� �	� ��
� �
 ��� 
��� �	 �(
�� �� �$��� ���� ��
 � �	��	� (	�� ���� �
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ���
,����� �$�� L0

 ��
�	����
� ��� ����
����� ���� �
 ��� �

��




��

%��
(m,n)

� � 
���	� 
��� �	� �����
 +��� ���� ����
m < 2n+1

 
m

�
�
n

�	� ��� � �
����	 � (�� �$ �( ��
�	� % �&
�	� �$���� � �

(X0
(a,b)) :

{
ẋ = y,

ẏ = −(xm +
∑m−1

i=0 aix
i) − y(xn +

∑n−1
i=0 bix

i),

�� �
�
� ��� ��	�� ���	 �����

(a, b) = (a0, a1, . . . , am−1, b0, . . . , bn−1)
$ �
� �
 �


����� ��	�� �� �( � ��	�� ���	 ����
(a, b) = (a0, a1, . . . , am−1, b0, . . . , bn−1)(�	 � ����

X0
(a,b)

��� �
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� L0

�
�
�	� ����
� ��� ��� �	 � � 
� ∆(a,b)(w)

	
� L0
� ���

∆(a,b)(0) = 0
 

�� � � ���	�� �
 ��� �	� ��
� �
 �
  ��������� �� L0


�
(a, b)

�
���� ���
(�� �$

(X0
(a,b))

� ' ��� �$�����$ �� ��+
�� �� �

cycl(X0
(a,b),L0, (a, b))= lim sup

(a,b)→(a,b),w↓0
{
��� �	 �( ������� #�	��

w
�(

∆(a,b)}.


�	
m = 1

 ��� �� ��� (�� �$ �� �
� �� � (�� �$ �( ������� % �&
�	� �$���� � �
� � �� ���� 
 �
 ���  L0

��� +
��� �$�����$ �
���� � (�� �$ �( �������
%�&
�	� �$���� � � ������	 ��� ����
����� ���� �
 ���� �	���� ��
 ��� � �
���� �
 � � �	� ��
�	� ��
���� � ���� �� ��
� �� ����	�� � �
 ���� ������	 �
�
(�	��
�$ � ��� ���� ��
�	�������
 (�	

m ≥ 3 � � � � ��- ��� �� ��
� � ��� � ��� � 
�	 ��� � �� �
�  ��� ����
����� �
�	������ �
 ��� �
$
� �	� �� �� �� �	��� +
��� �$�����$ �( L0

�
 ��	���
 ���(�� ���� �( �� �
� �
�� � � �����
 � ����� �� �� ����� ��� (�	 ��� �$�����$�

� �� ��	 ���	�	��	 � ��

�
 ���� ������
  �� �
�	� ���� ��� ����	�
�� � �� 
��	 ��� �
� ��
���
��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� � ' ��� � �� � � �
��� �� �� ����$ ���
�� �� �$��� ���� ��
 � �	��	� (	�� L0

�
���� ��� (�� �$
(X0

(a,b))
� ����

�� �� �$��� �	� ��� ���� �
��  
�� ����� ��� �� �� ��� �
�� � � ��� ��	 �� � � ���(� �� �� ���� �� ��� %�&
�	� ��
� �$ � ��
�
�( ��� �	�
�(�	� ����


y = y + F (x),
�� ��



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ���
F ′(x) = (xn +

∑n−1
i=0 bix

i)
�
�

F (0) = 0
� �
 �	��	 �� ����$ �	��

�� ������ �� �� �$��� �
 ���	��	���� ��� �����+�����
 �( ��� ����� ��
�
��� �� � � � �	(�	� �� � ������ ������	 ���� ��� � ���� ���	 �����
�� ��
�
+
��$ �� 
�� ����
���$ ����	�
� (	�� ��� � ���� ���	 �� �
+
��$ �(

X0
(a,b)����	�� �� �
 �����	 
 � �
���� ��� �	�
�(�	� ����
 �� �� �� ����
���� ��

�
+
��$ �
�� �
�� 	��� 	�� �� ��� �	����� � ��� ��� �������	����	��

� � �� �� �
�� 
  ��� ����$ �� �
+
��$ �(
(X0

(a,b))
��
 � � ��
� �$ � ��
�

�( ���	�� � ���� ��� �,�$� �	� ��� ������
s1

�
�
s2

�
 
 ���	� � �
 ��

��
� � ������� �� �
�� �
 �
� ���	� �
' ��	�(�	�  �� �� ���� �� ��� ��,���� %�&
�	� ��
� �	�
��
� �� �
� �
�� �





ẋ = y −

(
1

n+1
xn+1 +

∑n−1
i=0

ai

i+1
xi+1

)
,

ẏ = −
(
xm +

∑m−1
i=0 bix

i
)
,

�� ���
� ��	� �� ���� �� ������ ��� 	��� �(

ai
�
�

bi
�� ��	�� � ��� ��� 
������


���� �
 ��� � �� ��
 ��� ��($ �� ��� �$ 	�� ���
� ��� ���- ���
� �
 (	�
� �(
xn+1 �$ � ��
� �( � ���	��
��� ���
��

(x, y, t) → (µx, βy, γt),

� ���

µ = (n+1)
2

m−(2n+1) , β = (n+1)
m+1

m−(2n+1)
�
�

γ =

(
1

n + 1

) m−1
m−(2n+1)

.

� ������
m

�� ���  �� ��� ���$� ��� � ��
���	��$� � (��	 � �	�
�����
 �
��
���	��$ ��
 ���$� � � ���� ���� �� �� �� ��� �	���
  �� �$�
� ����
b0 = 0

� ������
� ����
 ��� ����� ���� �(
(a, b)

 �
� ���� ���� �� ��
��- ���
� �� ����$ � (�� �$

(X(a,b))
�( ��� (�	� �

(X(a,b)) :





ẋ = y −
(
xn+1 +

n∑

i=1

aix
n+1−i

)
,

ẏ = −
(
xm +

m−1∑

i=1

bix
m−i

)
,

�� ���




��

� ���
(m,n) ∈ N

2 +� �� ���� ����
m < 2n+1

 
m

�
�
n

�	� ���  �
� � ���
��	�� ���	 �����

(a, b) = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm−1) ∈ W,
��	$�
� �
 � 
����� ��	��� � W �( � ��	�� ���	 ����

(a, b) = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm−1)
(�	 � ����

X(a,b)

��� �
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� � � ��
� �	� ���� �� ���� ��� 	��		�
��� ��� ���- ���
�� � ���� �� � �	� 
���	�
	�����
� ���� �
 ��� ��������
� �� �
+
��$ ��� �� �- ���
�� �( ��� �����	
�	��	 ��	� � � � � �$ � � �	� �	�� �
�
� 	�� �
�� ���� ���� (�	 � �$����

X(a,b)

��� �
 �� ���  � ��� ��� �,�$� �	� ���
������ �� �
+
��$ �� �
 ��� ���	� �
 ��� � �������

y,��	�����
 � � ����$ �

��� � �������

y,��	�����
 ��
 � � ��
� �$ � ��
� �( ��� �	�
(�	� ����


x = u/s, y = 1/sn+1

�
� �$ ����� $ �
� ��� 	���� � ���
sn

 ����
� �� ��� (�� �$

(X̂(a,b)) :






u̇ = 1 − un+1 −
n∑

i=1

aiu
n+1−isi

+
um+1

n + 1
s2n+1−m +

1

n+ 1
u
m−1∑

i=1

biu
m−is2n+1−m+i,

ṡ =
1

n + 1
s2n+2−m

(
um +

m−1∑

i=1

biu
m−isi

)
.

�� ���' �� ��� 
 �� �����	 +�� ��� ��� ��
���	�����
s± = (±1, 0)

���� �	�
� ��� ��� �,�$� �	� ��� ������ � ��� �
��	 ��	�

±
(
−(n + 1) a1

0 0

)
.

'� �
��	���
� ��� � ���� ���	 
��	
s+ = (1, 0)

 �� ����$ ��� � �������	
�
 ��� ��
��	 � �
�(�� ���� � ��$ ��
 � � � 	����
 �� � �	�����

{(U(s, a, b), s) | s ≥ 0}, �� ���



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
�


(�	 ��� � �� ���� (�
����

U � ���

U(0, a, b) = 1
� 
	�� �� ���  �
� ����

�� � ������$ ���� ��� � �������	 �
 ��� ��
��	 � �
�(�� �� ����
 �$

ṡ =
1

n+ 1
s2n+2−m +O(s2n+3−m), s→ 0.

�� ���

' �� � �������	 
��	
s−

(��� � ����$ (	�� ��� � �������	 
��	
s+

���
�
�$� � ��	$ �	��� �
�� � ' �� ��� �(

X̂(a,b)

�� �
��	��
� �
��	 ��� �	�
��
(�	� ����


(t, u, s) 7→ (−t,−u,−s).
' ��	�(�	� ��� � �������	 �( ��� ��� �( −X̂(a,b)


��	
s−

�
 ��� 	����

{(u, s) | s > 0,−1 < u < −ε} �� (��
� �	����$ �
 ��� � �������	 �( ���
��� �(

X̂(a,b)


��	
s+

�
 ��� 	����
 {(u, s) | s < 0, ε < u < 1}  � ��	�
ε > 0

�

�	���	� �	� �$ � ��
� �( ��� �	�
�(�	� ����


x = −u/s, y = 1/sn+1,

�
� ��
 ����$ ��	�($ ���� �
 ��� 
�������
y,��	�����
 ���	� �	� 
� ��
���

�	����� � ' �� �	�
�(�	� ����


x = ±1/s, y = u/sn+1

� �	� ��� �� ����$ 	��� ������$ ��� � �������	 �(
X(a,b)

�
 ��� � ������� �
�

�������

x,��	�����
 � �
� +
�� � 	�� ��
� 	��� ������$ ���	����
� 
� ��
�� ��� �	���
 $��� �
� ��� � ���� ���	 �� �
+
��$ ���� �� ���� 
 �
 
 ���	�
� � ��� �
� � � �(�	� �� ��
���

(X(a,b))
�� ��� (�� �$ �( �����	 +��� �
 ��� ���
��	&,%$���
�� ���� �( ���	��

(1, n+1)
�����
�� (	�� ��� (�� �$

(X(a,b))
�(��	

��� �����+�����
 �

� ���	�	�� �� ��� �	������� ���

� �
���
Γ1

�� ��� ��

�����
 �� �
+
��$ � �����
 ��� ������
s−

�
�
s+




�

R1

D− D+

R2

Σ1
− Σ1

+

Σ2
+Σ2

−

Γ1

Γ2

��� �� �

s− s+


 ���	� � � � ��� � �������	 
��	 �
+
��$ �( �$���� �� ���  �� � � ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� �� �
+
��$�

�(
X(a,b)

 � �� � ��� ��	� �( ���
u, �� �� $ �
� � �����


(−1, 0)
�
�

(1, 0)
�


X̂(a,b)

� ' ��� ��

�����
 ���$� +��� (�	 � ��	�� ���	 �����
(a, b) ∈ W �

� �
���
Γ−

2,a,b

�
�
Γ+

2,a,b

�� ��� � �� ��
��	 � �
�(��� �(
s−

�
�
s+

	��
�� ������$� 
�	

(a, b) = (a, b)
 ����� ��� ��� � �
�(��� ���
���� ��
� �

����	� ��
 �� ��

�����
  � ��
� ��	� �( L0

� � �
��� ���� ��

�����
 ��
Γ2���� 
 ���	� � � �� �� �

����� ������
�
Σi

±
�	�
���	�� ��

Γi

��	 ��� ������ �
� ��	�� ��	����

�$ � 	����	 ��	�� ���	 � 
�	���	� �	�  �( ��� 	����	 ��	�� ���	 �

Σ1

−�� ��
���� �$
w

 
w > 0

 ���
 �� ���� ��� ���� ��� �
��	������

Γ1 ∩ Σ1

−��		��� �
�� ��
w = 0

� �
� ��
 ��+
� ���� ��� 
 ���	� � � �� �� �

 � �
  � ��
� � 
� � D(a,b)

±
����	���
� ��� ��	
�	 ������� 
��	

s±
(	��

Σ1
±

��
Σ2

±
��+
�� �$ ��� ��� �( ±X(a,b)

 
 � �
  ��� �
� ��
	�����	 � 
� � R(a,b)

i


��	
Γi

(	��
Σi

−
��

Σi
+

 
i = 1, 2

 
��+
�� �$ ��� ��� �( ±X (a,b)

	��� ������$�
' �� ��� �	 � � 
� ∆(a,b) : Σ1

− 7→ Σ2
+

 ���	����� �
 ��� �����
 ��	�� ���	�
�
 ��� ������
�

Σ1
−

�
�
Σ2

+

 �� ��+
�� �� �

∆(a,b)(w) = ∆(w, (a, b)) = (R(a,b)
2 ◦ D(a,b)

− −D(a,b)
+ ◦ R(a,b)

1 )(w),



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ���
w

$ �
� 
��	 #�	� �
�
(a, b)

��	$�
� ���� ��
(a, b)

� ' �� ��� �
��
��
�


(a, b)
�
 � �� ��� ��+
�� � ��� �� �� ���� �

' �� �	�� �� ������ �� �� �$��� ��		��� �
� �� �� � � ������� #�	�� �(
∆(a,b) � ' �� �$�����$

Cycl(X(a,b), (L0, (a, b)))
�� ���� �� ��� ���� ��� �	

� ��
� �( ��� 
��� �	 �( ������� #�	�� �(
∆(a,b)  (�	

w ↓ 0, (a, b) 7→ (a, b)
�

�
 ��� �	� ��
� �
 ���� �$�����$ � � � � (��
� �$ ���$�
� � ����� ��	�
����
���	 
�� ����
� ��

∆(a,b)  ����� �
 ��� !� ����	�� �
� ������� ������ �( ��� ������
�

Σi
±

�������	 � ��� ����	 	����	 ��	��
� ��	������
� � � �
��� �� �� ������� ��� ����	�
�� � �� � ' ��� ������
�� ����	� �
�� �$ ��� 
�	� � (�	� ���	��
���� 
��	

s+

�
 � ����
X̂(a,b)

 
�� ��

C∞ �������
��  	���� �

Nα :

{
ż = −z
ẇ = w2n+2−m(1 + α(a, b)w2n+1−m)−1,

�� ���

� ���
α = α(a, b)

 
C∞ ��� �
��
� �(

(a, b)
� ��
���

ϕ = ϕ(a,b) : U 7→ U ′ ��
���

C∞ ���	��
��� ���
�� ���	����
� � ��$ ��� 
�	� ��#�
� ���	��
����
(z, w)

�
 (�
����
 �( ��� �� �	��
����
(u, s)

� �
 �����	
4

 ������
 � ��  ��
�	���� ���� ���� 
�	� ��#�
� ���	��
���� �� ��� � � �� �	� ���� �(��	 ��� �
��������
 �� ��
 ���� ��� ����

[0, 1] × [0, 1] ⊂ U ′ � �
 ��� (���	� �� � �
�(��
 
�� � �
���
 �������$ ��� ��� �
��
�� �(

ϕ
�


(a, b)
(�	 
�� ���	�

����
� ��� 
������
 � �� 
�� ��� ��� ������
� �� (��� � �
%��

σ1
± = {(1,±w) | w ≥ 0} ∩ U ′ �
�

σ2
± = {(z,±1) | z ≥ 0} ∩ U ′

�
� ���
 ��� ��� �

Σ1
+ = ϕ−1(σ1

+), Σ2
+ = ϕ−1(σ2

+),

���� �	� ���	$ �	�
���	�� ��
Γ1,Γ

+
2,a,b

	��� ������$ ���� 
 ���	� � ��� � �$
�$� � ��	$ �( ��� ��� �(

X̂(a,b)

 �
� ��
 ��� ��� �

Σ1
− = {(u, s) | ϕ(−u,−s) ∈ σ1

−}, Σ2
− = {(u, s) | ϕ(−u,−s) ∈ σ2

−},




��

�	�
���	�� ��
Γ1,Γ

−
2,a,b

	��� ������$� ������ ���� �$ ���� ��+
����
 ��� ����
���
�

Σi
±

 
i = 1, 2

��� �
� �

(a, b)

� �
 � 
���	� ��$ �� ��
 ��	�� ��	���
Σ±

1

�$ ��� +	�� 
�	� ��#�
� �� �	��
���
w

�
�
Σ±

2

�$ ��� ����
� 
�	� ��
�#�
� �� �	��
���

z
�

'� �����
 � �$�����$ 	����  �� � � � � ��- ���
� �� ����$ ��� � ��� � ���
�
� ��� �	�
�����
 � �� R(a,b)

1

� � �	�(�	� �� � � ���	��� R(a,b)
1

�
� ���
� ��� � ��� D(a,b)

±
�
 (�
����
 �( ��� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� 
��	

s+

�
%�� �� ���	� � ��� ��� ��������
 �( ��� � ��� � ��� �

z

w

σ1
+

σ1
−

σ2
+

σ2
−


 ���	� � �� � �	
�	 ������� �
 
�	� � (�	� �

��� ���� ����

�
 
�	� ��#�
� ���	��
����
(z, w)

��� ��	
�	 ������� 
��	
s+

�
 ��� ��(
� �
� {w > 0} 	���� �

D+ = Dα
+ : σ1

+ 7→ σ2
+ : (1, w) 7→ (D(w), 1),

�� ���
(�	 ��� �

C∞ (�
����

D = Dα � ' �� � ��� � �� D+

�� ���
 ��� ����$
����	�� �� �$

D
�

D(a,b)
+ : Σ1

+ 7→ Σ2
+ : (u, s) 7→ ϕ−1(D+(ϕ(u, s))).

�� �� ��� � ��
D

���� �� ��� ���	�����
 �( D+

�
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� �
� ��
� �$� � ��	$ �	��� �
�� ��� D−

��
 � � ��� ����$ ����	�� �� �$
D

�
�
���� �$ �$� � ��	$ �( ��� ��� �(

X̂(a,b)

 ��� � ��� � �� D−
	���� �

D(a,b)
− : Σ1

− 7→ Σ2
− : (u, s) 7→ ϕ−1(D−(ϕ(u, s))),



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ��	�
D− = Dα

− : σ−
1 7→ σ−

2

�� ��� ��	
�	 ������� 
��	
s+

�
 ��� ��(
� �
� {w < 0} �
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� � ' ��� ��	
�	 ������� ����� �

D− = Dα
− : σ1

− 7→ σ2
− : (1, w) 7→ (D(w),−1).

� ��	� �� ���� ���� ��� �
��	��
�� �( ��� 
�	� � (�	�
Nα

�
��	 ��� 	��
������


(t, z, w) 7→ (t, z,−w)
�

�� �� �	� � ��
$ �
��	����� �
 ��� � ��
D

���� �� �������� �
 ��� (��
�� �
� �	�� ������
 �
� �����	�	��  �
 ��

D = Dα � �
 
C∞ �
� �� 	� �	 �	��	 � ��� �

� ���� ���� �	�	� �
  ���	 � �
��
� � 	 
� �
  �
�� �� ��
X̂(a,b)

� �
 	

D(w) = wα exp

(
1 − wm−(2n+1)

2n+ 1 −m

)
.

� ���� � �
����
D

�� ����	� �
�� �$ ��� �
���	� �������
 �
∫ 1

w

1 + αv2n+1−m

v2n+2−m dv = −
∫ D(w)

1

1

z
dz

� ��
�
� ����

− 1

2n + 1 −m
+

wm−(2n+1)

2n+ 1 −m
− α lnw = − lnD(w)

� ���� �� � ������$ �� ���� ��� 	���� �
�

��� �����	�	�� ��� ����
Γ1

� �� ��� �	�
�����
 � �� R(a,b)
1

��
 � � ���	����� �
 
�	� ��#�
� ���	�
��
���� � �� ��+
� ���

C∞ � ��
R1 = R

(a,b)
1

�� �

ϕ(R(a,b)
1 (−ϕ−1(1,−w))) = (1, R

(a,b)
1 (w)), (1,−w) ∈ σ1

−.
�� �
��

�
������$ ��
R2 = R

(a,b)
2

� � ��� � �� ����	�� �
� ��� �	�
�����
 � ��
R(a,b)

2

(	��
Σ2

−
��

Σ2
+

���
� 
�	� ��#�
� �� �	��
���� �




��

' �� 	��� �( ���� ��	��	��� � � � � ������� �� ��� ��������
 �( ��� ��	����
����� �(

R
(a,b)
1

�� #�	� � � �	�(�	�  �� ��� � ��� ��	 ����
���� �� �
 �����	
� �
 � ���� �� ���� �� ��� �� �� �( � 	����	 �	�
�����
 �� ��� ������
�
��� � �	���	�	�$ ���� �� ��� ��� �,�$� �	� ��� ������ �
' �� ��	�������� �(

R
(a,b)
1

� � � � ��	�
�$ 	����� �� �
 �
��	� ������ 
�	�
� � (�	� � 
	�� �����	 �  ������
 � ��  �� �
�� ���� ���	� �� ���� �

C∞(�� �$ �( �	�
�(�	� ����
�  ��+
�� �
 � 
����� ��	�� �� �(
s+

 ���� �	�
��
(X̂(a,b))

�
�� �
 �
��	� ������ 
�	� � (�	�
(N int

(a,b))
�

(N int
(a,b)) :

{
V̇ = −h(a,b)

(S)V,

Ṡ = g(a,b)(S)S2n+2−m,

�� �

�

� ��	�
h = h

(a,b) �
�
g = g(a,b) �	� ��	���$ � ������� �� � ��� (�
����
� �

� ���
 �$ �$� � ��	$ �	��� �
��  ���� 
�	� � (�	� ��
 ��� � � ���� �
 ���

����� ��	�� �� �(

s−
�

� �
���
(v, s)

�� ���
C∞ �� �	��
���� �
 � ���� ���� ��
��	 � �
�(�� �


�� ��� ��� � ��
 ��	������
�� �

(v, s) = (−u+ U(s, a, b), s).

	�� �� ���  �� �
�� ���� ��� � �������	 �(

X̂(a,b)
�
 ��� ��
��	 � �
�(��

�� �( ��� �	��	
O(s2n+2−m)

� ��	� � (�	� ��������
� �� �$ ����
h

(a,b)

�
�
g(a,b) �
 �� �

� �	� ����
 �$ �

g(a,b)(S) =
1

n + 1

(
U(S)m +

m−1∑

i=1

biU(S)m−iSi

)
+O(S2n+2−m),

h
(a,b)

(S) = (n + 1)U(S)n +

n∑

i=1

(n+ 1 − i)aiU(S)n−iSi +O(S2n+1−m),

�� �
���
S → 0

 � ��	� �� ���� �� ����� ��� ��� �
��
�� �(
U

�

(a, b)

� � 	���
�

(n + 1)2 g
(a,b)(S)

h
(a,b)

(S)
= 1 +

2n−m∑

i=1

gi(a, b)S
i +O(S2n+1−m), S → 0,

�� �
��



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ��	�
gi = gi(a, b)

�	� � �$
�� ��� �
 ��� ��	�� ���	�
(a, b)

 �� ��
 �����
��� (��� �
� ����	�� �
�������  �� ��	���� �
  � 
� R1 = R

(a,b)
1 � 
� �	������� �	 �	���	 ��� �����	� �
  ��
	�����	 �� �
  � �
 ��

Xa,b

� ���
σ1
−

��
σ1

+


��	� �
 
�	���� 	 ��		 ����	

Γ1

� ��
gi

� �
  ��� ��	�� �� 	� �	 �� �
�� � �
 	

  

��

R1(0) = 0

	�

R′
1(0) = 1

��
0 ≤ k ≤ 2n+1−m

2

�� �
 �

�
g1 = g3 = · · · g2k−3 = 0

�	 �	��	 � �
 	

R
(j)
1 = 0, ∀2 ≤ j ≤ 2k − 1,


	�
R

(2k)
1 (0) = rkg2k−1, R

(2k+1)
1 (0) = 0,


 ��

rk = 2(2k)! (n+ 1)

2(2k−1)
2n+1−m

1

2n + 2 −m− 2k
.

������ ���� �
 ��� �� ��� ����	��  �� ���� �� ����� ��� ��� �
��
�� �

(a, b)

�
 ��� 
������
 �(
R1

�
� ��� �� �- ���
��
gi

(�	 
�� ���	����
� ���

������
� � �� � � 
�� ���� � ������ �( ��� �	� �( �( ��� �� ��� ����	�� �
' �� �	��( �	������ �
 � ����$ ��� ��	 ��$ �� �


[
�
]
� 
�	 (�	���	 ������

�� 	�(�	 ��� 	����	 �� ��� �
%��

u0 > 0
 
s0 < 1

� � +��� �
�
(u0, s0)

��- ���
�$ ���� ��
s+

����
���� P = {(u, s) | u0 < u < 1, |s| < s0}

�� ��
���
�� �
 U � %��

Π±
u = {(±u, s) | 0 ≤ s < s0}

�
� ��
����	 ��� �	�
�����
 (	��
Π−
u

��
Π+
u

��+
�� �$ ��� ��� �(
X̂(a,b)

�

Π−
u 7→ Π+

u : (−u, s) 7→ (u,H (a,b)
u (s)).

�� �
��
����� ���

w,�� �	��
��� �� � 	����	 ��	�� ���	 �

σ = σ1

+ ∪ σ1
−

� ���
π

(a,b)
u = ϕ(a,b)(Π+

u )
 ���	� �� 
� 
��� �� ��� ��� � ��	�� ��	������
 �


π
(a,b)
u

�
� �
��� �$

Ψu = Ψ(a,b)
u : σ 7→ π(a,b)

u ,




��

��� 	����	 �	�
�����
 � �� (	��
σ

��
π

(a,b)
u

��+
�� �$ ��� ��� �(
Nα�� ��� � %�� ��� �
��	�� � �� �(

ϕ(a,b) � � ��
���� �$
ψ = ψ(a,b) = (ψ1, ψ2)��+
�� �
 U ′ = ϕ(a,b)(U)

� 
�	
(1, w) ∈ σ

 �
� ��
 � 	��� �

ψ(Ψ(a,b)
u (w)) = (u, ψ2(Ψ

(a,b)
u (w))) ∈ Π+

u .

�$ ��
��	�����
  �� 
�� �����
 ��� (��� �
� ��� �������� ����	�� �

σ1
−

R
(a,b)
1 ◦ (−Id)−→ σ1

+

Ψ(a,b)
u−→ πu,(a,b)

Ψ
(a,b)
u ↓ ↑ ϕ(a,b)

πu,(a,b) −→ Π+
u ∩ {s < 0} −→ Π+

u ∩ {s > 0}
ψ

(a,b)
2 H

(a,b)
u ◦ (−Id) �� �
��)������
�$ �� ��
 � 	���  � ��	� ��� ��	�� ���	

w < 0
��		��� �
�� � ���

��� � ��
�
(1, w) ∈ σ1

−
�

Ψ(a,b)
u (R

(a,b)
1 (−w)) = ϕ(a,b)(u,H (a,b)

u (−ψ2(Ψ
(a,b)
u (w)))).

�� �
��
�� ���� �	���$ 
������ ����

X̂(a,b)

��
 � � ��� �
 �
 �
��	� ������ 
�	� �
(�	� �� �

� ��� ��� �
 ��� 
�	� � (�	�

Nα

 �� ��� � � �
���
ϕ̃ = ϕ̃(a,b) :

U 7→ U ′′ �� ��� �	�
�(�	� ����
� �	�
��
� ��� �����	 +��
X̂(a,b)

�
�� ���
�
��	� ������ 
�	� � (�	�

N int
(a,b)

� 
�	���	� �	� ��
��� �$ �

ϕ̃ = ϕ̃(a,b) : U ′ 7→ U ′′

(V, S) 7→ (V, T (a,b)(S)),

�� �
��
��� �	�
�(�	� ����
 �	�
��
� ��� �����	 +�� 1

h(S)
N int
α

�
�� ��� �����	 +��
Nα

� %��
L1 = L

(a,b)
1

� � ��� �	�
�����
 � ��
R

(a,b)
1

���	����� �
 ��� �
�
��	� ������ 
�	� ����
� �� �	��
���

S > 0
� ' ��


L
(a,b)
1

�����+�� � ��� ��	
����� � ��

R
(a,b)
1

 � ���
ϕ

	������ �$
ϕ̃

��+
�� � ��$ �	��
�
s+

�
� � ���
��� �	�
�����
 � ��

Ψ
(a,b)
u

�������	 � ��� ��� ������
�
σ1
±, π

(a,b)
u

��+
�� ��
�� ��� ��� �
 ��� ���	��
����

(V, S)
���� 
 ���	� � ��� �



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

H
(a,b)
u1

u

s

V

S

u1−u1




Π+
u1

π
(a,b)
u1

Π−
u1

Ψ
(a,b)
u1

σ1

ϕ̃(a,b)

s− s+


 ���	� � �� � ����	����
 �( ��� ��� �������� ����	�� �� �
�� (�	 �
 �	���
�	�	�$ ��� +���

u0 < u1 < 1
 ���
� �
��	� ������ 
�	� ��#�
� ���	��
����


��	 ��� ������ �

'���$ ��� ��	 �� �

[
�
]
 �
� �	���� ����

H
(a,b)
u (s) = s+O(s2n+3−m), s→

0
� ��	(�	� �
� ��� ����� � �� �
�� (�	

L
(a,b)
1

 �
� +
�� ���� ��� +	��
2n +

2 −m
��	�������� �(

L1

�	� ��	�
�$ 	����� �� ��� ��	�������� �

∂2iϕ̃2

∂s2i
(1, 0), ∀1 ≤ i ≤ 2n+ 1 −m

2
.

�
 ��	�����	  �(
1 ≤ k ≤ 2n+1−m

2

���� ����

∂2iϕ̃2

∂s2i
(1, 0) = 0, ∀1 ≤ i ≤ k − 1,




��

���





∂nL

∂Sn
(0) = 0, ∀2 ≤ n ≤ 2k − 1,

∂2kL

∂S2k
(0) = 2

(
∂ϕ̃2

∂s
(1, 0)

)−2k
∂2kϕ̃2

∂s2k
(1, 0),

∂2k+1L

∂S2k+1
(0) = 0.

' ��� 	�����
���� ��
 � � �	���� ����$ ��� ��	 �� �
 ��� �
�
� �	������ �$ �	���
� ����

ϕ̃2(V, S) = S +O(s2n+2−m), s→ 0.

' �� �	��( ����
 �
 ��� ��
 � � ��
�	����� �
 � 	����	 ��	�����(�	��	� ��$�
�
� �
$ ��� �� ���� �
 � �
� ���� ��� �	��	 �( ��� ��
��	 � �������	 ��
2n+2−m �� �$ �
� ��� 
������	$ �������
� � ������ ���� ��� ���- ���
��
bi

��� � �� ��$ � 	� �
 ��� ��������
�  ��� �� ��� �
� ��
�� �� ����
��� ��� � 	���� � �
� ��
����� ����

L1(S) = S +O(S2n+3−m), S → 0.


 �
�$ ���
� ��� ��	�������� �(
L1

 �
� �������� ���� ��� ��	��������
�(
R

(a,b)
1

� � � � 	����� �� ����� �( ��� �	�
�(�	� ����

T (a,b) ��+
�� �


�� �
�� � ���� �	� 	����� �� ��� ���- ���
�
gi(a, b)

��+
�� �
 �� �
��  $ ����
�
� ' ���	�� � � �

	�� ' ���	�� � �  �
� ���� ���� ��� �
�� ���� �( ��� +	��

2n + 2 −m��	�������� �(
R

(a,b)
1

�� #�	� 	���� �
 ��� �
�� ���� �( ��� ���- ���
��
g2i+1

 
0 ≤ i ≤ 2n−m−1

2

� �� 	�� �
� ��� 	����	 ���� ����� ���- ���
�� �	�
��+
�� ��

(n+ 1)2 g
(a,b)(S)

h
(a,b)

(S)
= 1 +

2n−m∑

i=1

gi(a, b)S
i +O(S2n+1−m), S → 0,

� ��	�
g

�
�
h

�	� ���
C∞ (�
����
� ��� ��	�
� �
 ��� �
��	� ������ 
�	�

� � (�	� �� �

� �



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
�


�� �	� �
��	����� �
 ��� ���	�����
 �( �
g2k+1(a, b)

� ���
k ≤ 2n−1−m

2

 
����� � �
� ���� � �	������ �
�� � ��� � �� �
��� �	� #�	� � 
�	

m = 1
 

���� ���	�����
 �� � ��� � ����� � �(
a2k+1

� �
 ��� ��
�	� ����  ��� �� �
�	�����
 �(

g2k+1
� � � � �
 ����	��� ���	�����
 �


(a, b)
�( � ���� ���

��� ��� ��$ �
�	����� ��
����	��$ ��
k

�� �����
� �����	 � ������	  � ��

� ��� ���- ���
��

a2i+1
�
�

b2i+1
�	� ���� ���� �� � � #�	� (�	

i < k
 ���

���	�����
 �(
g2k+1

�� 	����	 ��� �� �� �� � � ���� �
 ' ���	�� � �� � ' ���
	���� � � 
�� � � ��	�
� �
���� �� �����
 � +
��� �$�����$ 	���� �( L0�
���� � ��
�	� (�� �$

(X(a,b))
�� �
 �� ���  ��� �
$ (�	 ��	���
 ���(�� ����

�(
(X(a,b))

�

�	 �������
� ��� �� �- ���
�

g2i+1

 
0 ≤ i ≤ 2n−1−m

2
�� +	�� ���� ��

�������
U(s, a, b)

 ���	����
� ��� ��
��	 � �
�(�� �
�����  �� �� {u = U(s, a, b)} � �
  �	�� � 
	�� ��� 
�

s+

� �
 	

U(0, a, b) = 1

	� ∂U

∂s
(0, a, b) = − 1

n+ 1
a1.

� ����� ��
1 ≤ k ≤ 2n−1−m

2


	�
k ≤ n−1

2

�� �
 �

�
a1 = a3 = · · · =

a2k−1 = 0� �
 	 �





∂2i+1U

∂s2i+1
(0, a, b) = 0, ∀0 ≤ i ≤ k − 1,

1

(2k + 1)!

∂2k+1U

∂s2k+1
(0, a, b) = − 1

n+ 1
a2k+1.

� ���� � � ��
� ��� �
��	��
�� �(
u = U(s) = U(s, a, b)

�
��	 ��� ��� �(
X̂(a,b)

 �
� +
�� �

dU

ds
(s)

1

n + 1
s2n+2−m

(
U(s)m +

m−1∑

i=1

biU(s)m−isi

)

=

1 − U(s)n+1 −
n∑

i=1

aiU(s)n+1−isi +
1

n+ 1
U(s)m+1s2n+1−m

+
1

n+ 1
U(s)

m∑

i=1

biU(s)m−is2n+1−m+i.




�

�� �� �	��	
O(s2n+1−m), s→ 0

��� �� ��� �������
 �� ����
 �$ �

1 − U(s)n+1 −
n∑

i=1

aiU(s)n+1−isi = 0.
�� �
��

�	���

U(s) = 1 + γ1s+ γ2s
2 · · · γ2n−ms

2n−m +O(s2n+1−m), s→ 0,

� ���
γi = 1

i!
∂iU
∂si (0)

� �� ��	�
� ���- ���
�� � ���
s

�
 �� �
��  �� +
� �

γ1 = − a1

n + 1
.

�( �� ����� � ����
a1 = · · · = a2k−1 = 0

�
� �� �$ �
������
 ���
γ1 =

· · · = γ2k−1 = 0
 ���
 �������
 �� �
�� 	������ ��

1 −
(

1 +

k∑

i=1

γ2is
2i + γ2k+1s

2k+1

)n+1

−
k∑

i=1

a2iU(s)n+1−2is2i

−a2k+1U(s)n+1−2k−1s2k+1 = O(s2k+2), s→ 0,

�� �$ �
�  ��� ��	�
� ���- ���
�� � ���
s2k+1 �

γ2k+1 = −a2k+1

n + 1
.

�

' ��� �� � � � �	� ��� �� �	��� ��� (��� �
� �	�� ������
 �
�������  �� ��

g(a,b) 
	�
h

(a,b) � �
 
C∞ � �	 ����	� 
�� 
��	� �	 �
 

�	��� ��
� 	 ��� 
� � ��� �	���	 � ����
G(a,b)(S) = g(a,b)(S)(h

(a,b)
(S))−1
	� �� gi(a, b) � �
  ��� ��	�� �� 	� �	 �	��	 � �
 	

G(S) =
1

(n+ 1)2
(1 + (b1 −

m

n + 1
a1)S +O(S2)), S → 0.

�� �
��
����
 � �� k ∈ N

�� �
 �

�
2k + 1 ≤ 2n−m� �
 	 �



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� � ��
k

�� �
 �� 	 ���
 �

�
2k − 1 < m− 2


	�
2k − 1 < n


 ��


a1 = a3 = · · ·a2k−1 = 0

	�

b1 = b3 = · · · b2k−1 = 0,

�
 	

g2i−1 = 0, ∀1 ≤ i ≤ k

	�

g2k+1 = b2k+1 −
m− 2k

n + 1
a2k+1.

� � ��
k

�� �
 �� 	 ���
 �

�
2k − 1 < n


	�
2k − 1 ≥ m− 2


 ��


a1 = a3 = · · ·a2k−1 = 0

	�

b1 = b3 = · · · bm−2 = 0,

�
 	

g2i−1 = 0, ∀1 ≤ i ≤ k

	�

g2k+1 = −m− 2k

n + 1
a2k+1.

� ��
k

�� �
 �� 	 ���
 �

�
2k − 1 < m− 2


	�
2k − 1 ≥ n


 ��


a1 = a3 = · · ·an = 0

	�

b1 = b3 = · · · b2k−1 = 0,

�
 	
g2i−1 = 0, ∀1 ≤ i ≤ k


	�
g2k+1 = b2k+1.

� ���� � � ��� ���� �

g(a,b)(S) =
1

n + 1

(
U(S)m +

m−1∑

i=1

biU(S)m−iSi

)
+O(S2n+2−m),

h
(a,b)

(S) = (n + 1)U(S)n +
n∑

i=1

(n+ 1 − i)aiU(S)n−iSi +O(S2n+1−m).

�� ���
	�� %�� � � � ��  �
� �
�� � ����
U(S) = 1 − a1

n+1
S +O(S2)

�� �$�
� �

g(a,b)(S) =
1

n+ 1

(
1 −m

a1

n + 1
S + b1S

)
+O(S2),

h
(a,b)

(S) = (n+ 1)(1 − n
a1

n + 1
S) + na1S +O(S2),




��

���� ���� �� �
�� �� � ������$ (��� � �
�� � � �
$ �	��� ���� 
  ��� ����	 ��� � ��
� ����$ �
������ � ���� ���
����

a1 = a3 = · · ·a2k−1 = 0
�
�

b1 = b3 = · · · b2k−1 = 0,
� ���

k
�����
 ���� ����

2k − 1 < m − 2
�
�

2k − 1 < n
�������	 � ���

2k + 1 ≤ 2n−m
� 
	�� %�� � � � ��  �
� ���� ����

U(S) = 1 +

k∑

i=1

γ2iS
2i − a2k+1

n+ 1
S2k+1 +O(S2k+2), S → 0,

(�	 ��� �
γ2i, 1 ≤ i ≤ k

� �
� ��������  �$ �����������
 �
 �� ��� �

g(a,b)(S)

=

1

n+ 1

(
1 +

k∑

j=1

χ1
j(a, b)S

2j + (b2k+1 −
m

n + 1
a2k+1)S

2k+1 +O(S2k+2)

)
,

�
�

h
(a,b)

(S) = (n + 1)

(
1 +

k∑

j=1

χ2
j (a, b)S

2j − 2k

n + 1
a2k+1S

2k+1 +O(S2k+2)

)
,

(�	 ��� � � �$
�� ���
χ1
j

�
�
χ2
j

�

(a, b)

 
1 ≤ j ≤ k

� ' ��	�(�	�

1

h
(a,b)

(S)
=

1

n+ 1

(
1 +

k∑

j=1

χ̃j(a, b)S
2j +

2k

n+ 1
a2k+1S

2k+1 +O(S2k+2)

)
,

(�	 ��� � � �$
�� ���
χ̃j

�

(a, b)

 
1 ≤ j ≤ k � ���� �� ���� ��� 	���� �

�

� �� ���
���� �	��


' �� 	���� �
 ' ���	�� � �� � � 
�� � � ��	�
� �
���� �� �����
 ��� +
���
�$�����$ �( �
$ � ����� � �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� L0



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

�
���� � ��
�	� (�� �$
(X(a,b))

�( %�&
�	� �$���� � �� �
 �� ��� � �� � �
���� �� �� � ��� ���	� ��
�����
� �


(X(a,b))
 ��
����	�
� ���	��	���� ����

(�� ����
(Yµ)

�(
(X(a,b))

� %�� �� ����	�� � ����� ���	��	���� ���(�� ���� �

�������	��� ������ 		��

�� ��
����	 (�� ���� �( ��
�	� %�&
�	� �$���� � ��� �
 �� ���

(X(a,b)) :






ẋ = y −
(
xn+1 +

n∑

i=1

aix
n+1−i

)
,

ẏ = −
(
xm +

m−1∑

i=1

bix
m−i

)
,

�� �
�

� ��	� ����
a2i+1

�	
b2i+1

�� ��
����	�� �� � � #�	� �
���� ��� (�� �$ �
�
���� (�	 ���� �
���

0 ≤ i < r � ���
2r − 1 = min {m− 2, n}� ���� �



�� ��� ��
� ���� 
� ��� � � � � ��
���� ��
(Yµ)

� ��� ��	�� ���	 �����
µ

 
� ���
 �$ ��� 
�
,#�	� ���- ���
�� �� �
�

(a, b) ∈ Rm+n−1 � ' �� ��	��
� ���	

µ
����� ����� �


Rp  � ���
p = m+ n− r − 1

� �� �	�(�	 �� �	��	
(µ1, . . . , µp)

�
 ���� ��$ ���� � 
�
,#�	� �� �- ���
�� �� �
�
(a, b) � ���

��� �
��� �	� ����� �
 (	�
�  �	��	�� � ��� �
�	����
� �
��� �

�	 �
���
��  ��� (�� �$ �( %�&
�	� �$���� � � ��� ��� (	�����
 ��	� ��
�
 ���	��	���� ���(�� �$ �

(Y(α,b)) :






ẋ = y −



xn+1 +

(n−1)/2∑

i=1

a2ix
n+1−2i



,

ẏ = −
(
xm +

m−1∑

i=1

bix
m−i

)
,




��

� ��� ��	�� ���	 �����
µ = (b1, b3, . . . , bm−2, . . .)

� �
����	 ���� �� �� ���
(�� �$ �( %�&
�	� �$���� � � ��� � �� (�	��
� ��	� �

(Y(a,β)) :





ẋ = y −
(
xn+1 +

n∑

i=1

aix
n+1−i

)
,

ẏ = −


xm +

(m−1)/2∑

i=1

b2ix
m−2i


,

� ��� ��	�� ���	 �����
µ = (a1, a3, . . . , an, . . .)

�
�
����	 �
 ���	��	���� ���(�� �$

(Yµ)
�� ����	�� �� �� ��� � ���

µ
��	$�

�
� �
 � 
����� ��	��� � V �( ��� � ��	�� ���	 ����
µ0 (�	 � ����

Yµ0

���
�
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� L0

�
' ���	�� � � �
$ � �	� ��� �� ������� ��� +	��

2n + 2 −m
��	�������� �

' ��	�(�	� �
 �	��	 �� � � ��� �� ������� �
���� ��	�������� �� #�	� �(
R

(a,b)
1

 �� 	���	��� �� (�� ���� �( %�&
�	� �$���� � �( �$� �
(m,n)

(�	 � ����
2n−m ≥ d = max {m− 2, n} � �
 ��� (���	� �� � � ��� � 	���

d = 2l−1
 

(�	 �

l ∈ N

�
� ������ ��� ���(�� ����

(Yµ)µ∈V
�	� �
 ��	�����	 (�� ���� �( ��
�	� % �&�


�	� �$���� � � ��� �	������ ��������
� ���$ �� ����  � ��	� �� � ���
���� �� 	����� ��� �	�� �	 �� �- ���
�� �$ #�	� � �
 ��	�����	 ��� �����
�($ �
� ��� ����� ��
� 	����� �
 � (�� �$

(Y µ)
� ���� �
 ��� � �������

y,��	�����
 ����� ��� (�	�
(Ŷµ)

����
 �$ �� ��� � ��� ��� �	�� �	 �� �- �
���
�� 	������ �$ #�	� �
� ������ �� ���� ��� ����

Yµ0

��� ��� �
 �
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$��  ��� �����	 +��
Y µ0

��� � ��

�����

Γ1

� �����
 ��� ������
s−

�
�
s+

���� ���$� +��� (�	 � ��	�� ���	 �����
µ ∈ V � �
 ��� ����	

��
� ��� ��

�����

Γ2

� �����

s−

�
�
s+

�(
Y µ0

�	����
� ��� +
���
��
� ��
 �	��� �(��	 � �	��	�����
 � " �	����	 � ��$ �	��
� ��� �����
s+

��� 
�	� � (�	� �(
Ŷµ

	���� �

Nα :

{
ż = −z,
ẇ = w2n+2−m(1 + α(µ)w2n+1−m)−1,



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ��	�
α = α(µ)

�� ����
 ��� �
 �� ���  � ��� ��� �	�� �	 ���- ���
�� ��
�
����	�� �� � � #�	� � %��� � �(�	� �$� � ��	$ 	����
� �� �$ ���� ���� 
�	� �
(�	� ��
 ��� � � ���� ���$ �	��
�

s−
�

� ��� � ��� ����	�� �
� ��� ��	
�	 �������� �� ��� ������
s−

�
�
s+

��
�
+
��$ �
� �	�
�����
 � ��� ��
� ��� ��

�����
�

Γ1
�
�

Γ2
�	� 	��� ���

����$ ��
���� �� � Dµ
±

�
� Rµ
1,2

� �
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� ��� ����
� ��� �	� ����	�� �� �$

D = Dα(µ) �
� ��� �	�
�����
 � ��� ��
�
Γ1

�
�
Γ2

�$
Rµ

1

�
�
Rµ

2

	��� ������$� ' �� ����	�
�� � �� ��
� L0

	����
∆µ

� ���� �
 
�	� ��#�
� �� �	��
���� �� ���	����� �� �

∆µ(w) = ∆(w, µ) = (Rµ
2 ◦Dµ −Dµ ◦Rµ

1 )(w),
�� ��

� ��	�
(w, µ)

��	��� �

[0,W0[×V (�	

W0 > 0
�� � �

� 	� 	�� ���	�	��

' ��� ��	��	��� � � � � ������� �� ��� �	��( �( ��� (��� �
� ����	�� �
�������  �! ��	���� 
	 
�� ��� ��
� ���� 
� ��� (Yµ)


� �	 �� �
� 
	�
�� µ0 � 
 �
�
� �� �
��  � �� 

 ��


Yµ0



� 
	 �	���	�� � � ��
�� ��
����� ���
�� � �� ��� ��

d = max {m− 2, n} = 2l − 1� �
 	

Cycl(Y µ, (L0, µ
0)) ≤ l.

%��
(Yµ)µ∈V

��
��� �
 ���	��	���� ���(�� �$ �� �
 �� �
� ��� ����
� �

�
� ��
��� ��� �,�$� �	� ��� ,����� �$�� L0

(�	 ��� � ��	�� ���	 ����
µ0 � '� ��� ��($ ��� 
������
�  �� � � �� �� ��� ��� �
��
�� �


µ
�( ���

� ���
Rµ

1,2, D
µ,∆µ �

�
����	 ��� ����	�
�� � ��
∆

 �� ��+
�� �
 �� �� � �$ ��� !� �����
	��

∆
��� �� � ���

N +1
#�	�� �
 � 
����� ��	�� �� �( #�	� �( ∂

∂w
∆

��� ��
� ���

N
#�	�� (�	

w

��	 #�	�  ����� ����$ ����
 �
�� �����
� � ' ��	�(�	�

�
 ��� �	� ��
� �

cycl(Y µ, (L0, µ

0))
�� (��
� �$ ���	���
� ��� 
��� �	

�( ������
� �( ��� �������
 �

R′
2(D(w))D′(w) = D′(R1(w))R′

1(w)
�� ���




��

�
 � ����  �� �
 �� � ������ ��
�����
�� �( � 	�� ������
 � �
  

D′(w)=wα+m−(2n+2) exp

(
1

2n + 1 −m

)
exp

(
− wm−(2n+1)

2n+ 1 −m

)
(1+αw2n+1−m),

�
� ���� ���� � ��� ����� �
 �� ��� �	� ��� �
�
���$ ��� � 
�	 	�� ���
�
���� ��� �
�
��$ ���
���  �� �
�	� ���� � 	������ ����	�
�� � ��

∆
 �


���� � ��$ ���� ��� #�	� �� 	��	���
� ��� 	� ��� �( �� ��� �
� ��
�� ���
#�	��� �( ∂∆

∂w

�
' �� 	������ ����	�
�� � ��

∆
�� ��+
�� �� (��� � � �
� ����� ����

	���� � �
 � ��� ����� �( �� ��� �
� ����	����� ��� (����	
exp

(
1

2n+1−m
) �


� ��� ����� �( ��� �������
 � �
 ���� ��$ ��� �(� ��
� ���� �� 	������ ��

log(R′
2(D(w)))+(α+m−(2n+2))logw− wm−(2n+1)

2n+ 1 −m
+log (1 + αw2n+1−m),�� ����
� ��� 	���� ��
� ���� �� 	������ ��

(α +m− (2n+ 2)) log (R1(w)) − R1(w)m−(2n+1)

m−(2n+1)
+

log (1 + αR1(w)2n+1−m)) + log (R′
1(w)).

�� ���

�� �
�	����� � �� ���� (�
����

R1

�$ ��� 	�����


R1(w) = wR1(w).

������
� ����
R′

2(0) > 0
 �� ��+
� ���

C∞ � ��
∆
µ
(w) = ∆(w, µ)

�$ ���
����	�
�� �( ��� �������
� �� ��� �
� �� ��� ����� ��� �$

w2n−m �

∆
µ
(w) =

1

m− (2n+ 1)

(
1 −R1(w)m−(2n+1)

w

)

− (α +m− (2n+ 2))w2n−m logR1(w)

+ w2n−m log

(
1 + αw2n+1−m

1 + αR1(w)2n+1−m

)

+ w2n−m logR′
2(D(w)) − w2n−m logR′

1(w).

�� ���



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

' �� � ��
∆(w, µ)

�� �� ��+
�� �

[0,W0[×V (�	 �


W0 > 0
� �
����

� ������
R′

2(0) > 0
 
logR′

2(D(w))
� ���� ��
�� �
� � ����	 ���	���� �

�	� ����
 
��	
1

(�	
w


��	 #�	� � " �	����	  �� �
�� (	�� ' ���	�� � �
����

R1(w) = 1 +O(w), w → 0�
� ��
��
1

m− (2n+ 1)

(
1 − R1(w)m−(2n+1)

)
= O(w), w → 0.

�� ���
�� 
�� ���� ��� �� � �� ��	 ���� ��� (�	 ���	���
� �
 ��� �	� ��
� �
 ���

��� �	 �( �� �� �$��� ��(�	����
� (	�� ��� �$�� L0

�� �
+
��$� �
���� �$
��
��	�����
 #�	�� �(

∆
µ ��		��� �
� �� #�	�� �( ∂∆

∂w

� �$ ��� !� ����	��  
�� (��� � ���� ��� � �� ���� 
��� �	 �( #�	�� �(

∆
�� �� � ��� �
� �
��

� �	� ���
 ���� 
��� �	 (�	
∆

� �
 �	��	 �� �����
 � ���� ��� �	� ��
�
�
 ��� 
��� �	 �( �� �� �$��� 
��	 L0

 (�	
µ


��	
µ0  �� ��
�� ��- �� ��

���
� �� � � ������� #�	�� �(
∆

� � � �
 ���  �� ��
∆


 ����� ��� �	 �
� 
� � �� �
  � 
� ��� (Y µ)

�

�	 �������
� ���� 	������ ����	�
�� � ��  �� � � 
��� �� �
�� R1(w)

�
����
�
� ' ���	�� � � �
� � �� ���� �� ��� (��� �
� �	�� ������
 �
� �����	�	��  � ��	���� �
  � 
� R1 = Rµ

1 �
�� �����	� �
  ��
	�����	

�� �
  � �
 ��
Y µ

� ���
σ1
−

��
σ1

+


��	� �
  �	���� 	 ��		 ����	
Γ1 �

� �
� ��� � �	 ���� �� �
  	��� 
��� �	� ������	
�

w > 0
� ��

0 ≤ k ≤ l − 1�� �
 �

�
µi = 0, ∀1 ≤ i ≤ k,

�
 	
R1(0) = 0� R′

1(0) = 1� 
� � ����
����

∂nR1

∂wn
(0), 2 ≤ n ≤ 2k + 1,


� � �� 
	�

∂2k+2R1

∂w2k+2
(0) = ck+1µk+1,

∂2k+3R1

∂w2k+3
(0) = 0,

� �� � ��  ��	��
	�
ck+1 6= 0

�




��

' ��� �	�� ������
 � �	� ��� �� �	��� ��� (��� �
� 	���� �
� �����	�	��  �� ��

∆ : [0,W0[×V 7→ R
� �
  ����� ��� �	 � � 
�


� �� 	� 
���� �� ∃0 ≤ k ≤ l − 1
�� �
 �

�

µi = 0, ∀1 ≤ i ≤ k,

�
 	
∆(w, µ) = Ck+1µk+1w

2k +O(w2k+1), w → 0,
�� ���

� �� � ��  ��	��
	�
Ck+1

�
� ���� � 
	�� � 	�� ������
 � ��  �
� �
�� � ����

R1(w) = 1 + ck+1µk+1w
2k+1 +O(w2k+2), w → 0,

(�	 ��� � ��
���
�
ck+1

� 
	�� �� ��� �
�
d ≤ 2n − m

 �� ����$ (��� �
���� �

∆(w, µ) =
1

m− (2n+ 1)

(
1 − R1(w)m−(2n+1)

w

)
+O(w2n−m)

= Ckµk+1w
2k +O(w2k+1),

� ��	�
Ck =

ck+1

m− (2n+ 1)

�
�

� � � ��
�����
�� �� ��
 ����� ��� (��� �
� �	�� ������
 �
� �����	�	��  �� ��	���� 
 ���� 
� ��� (Yµ)


� �	 �� �
� 
	� �� µ0 �

 �
�
� �� �
��  � �� 

 ��


Yµ0



� 
	 �	���	�� � � ��
�� ������ ��
�
�� � ����� ��

∆ � �
  ����� ��� �	 � � 
� 
� �� 	� �	 �	��		 �
�
 	 �
  � �� ��
 �	� ��	�����	� 
� ����
�	��

� � ∃0 < W1 < W0

�� �
 �

�
∆(w, µ0) = 0, ∀w ∈ [0,W1[

�

� �
µ0

1 = µ0
2 = . . . µ0

l = 0
�

� ���� � �
�����
 
 �� � ������$ �� ���� ��
�����
  �$ � 	�� ������
 � �� �
�
�����
  �� ���� ����

Yµ0

�� �
��	��
� �
��	 ��� 	�������


(x, y, t) 7→ (−x, y,−t)



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
�


�� �$ �
� ���� ��� ��� �(
Yµ0

��� �� ��
���
 �
 �
� ��
��� �

��� + ��
�$ � �	�� ��� �	���� �
� � ��
��� �$ L0

�� �
+
��$�
�


�	 ��� �	��( �( ' ���	�� � ��  �� ���� �� �����
����� ��� ����� � 
 �	��
��� +
��� �$�����$ �� �	���� �
 ��� ����
� �
�  �� �� �� ��� ���� � ��	�
∆(w, µ0) 6= 0

�	 �������
�$

∃k : µ0
j = 0, ∀j ≤ k

�
�
µ0
k+1 6= 0.

' ��
 ��� ������� �	�� �
�  �� �	����� � ' ��� �� � ��

∆
µ0

= 0
�	

µ0
1 = · · · = µ0

l = 0
�

�� +	�� 
��� ��� (��� �
� �� � � � ��	� �� ��
��� �$
κi(µ)

��� 
���
�	� �	�� �����
 �

κi : R
p 7→ R

p−i+1 : (µ1, . . . µp) 7→ (µi, µi+1, . . . µp).

�����  �% ��	 ��	�	� �
  ��� �	 � � 
� ∆
�� 	� �	 �	��		 � �
 �

� ���
0 < W1 < W0


	�
C∞ � �	 ����	�

Φi : [0,W1[×Vi 7→ R� 
 ��

κi(V) ⊂

Vi � 1 ≤ i ≤ l � �� �
 �

� ∀(w, µ) ∈ [0,W1[×V �

∆(w, µ) =
l∑

i=1

µiΦi(w, κi(µ)),
�� ���


 ��
 ∀1 ≤ i ≤ l
�

Φi(w, κi(µ)) = Ciw
2i−2 +O(w2i−1), w → 0,



 �
Ci

�� � ��	 
� �� ��� �
� ���� � '�$�	 !� ����	�� ������ �


∆(w, µ) � ��� 	��� ��� ��
µ1 = 0���	�
���� �� ��� �� ����
�� �( ��� �

C∞ (�
����

Φ1 : [0,W0[×V 7→ R���� ���� ∀(w, µ) ∈ [0,W0[×V �

∆(w, µ) = ∆(w, µ) |µ1=0 +µ1Φ1(w, µ).

���$�
� ��� ��� � �	�
��� � �

∆(w, µ) |µ1=0

 �� +
� �
C∞ (�
����


Φ2 : [0,W0[×V2 7→ R
� ���

κ2(V) ⊂ V2
���� ���� ∀(w, µ) ∈ [0,W0[×V �

∆(w, µ) = ∆(w, µ) |µ1=µ2=0 +µ2Φ2(w, κ2(µ)) + µ1Φ1(w, µ).




�

� 	� �����
� �$ �
������
 �� +
�
C∞ (�
����
�

Φi : [0,W0[×Vi 7→ R
� ���

κi(V) ⊂ Vi
���� ���� ∀(w, µ) ∈ [0,W0[×V �

∆(w, µ) = ∆(w, µ) |µ1=µ2=···µl=0 +
l∑

i=1

µiΦi(w, κi(µ)).


	�� � 	�� ������
 � �� �� �
�� ����

∆(w, µ) |µ1=µ2=···µl=0= 0, ∀(w, µ) ∈ [0,W1[×V
(�	 �


0 < W1 < W0

�� �$�
� �� ��� �

	�� �� ��� �� 
�� (��� � ���� ∀1 ≤ k < l

�

∆(w, µ) |µ1=···=µk−1=0= µkΦk(w, κk(µ)) +
l∑

i=k+1

µiΦi(w, κi(µ)).
�� ����

�
 ��� ����	 ��
� (	�� � 	�� ������
 � ��  �
� ���� ���� ∀1 ≤ k < l
�

∆(w, µ) |µ1=···=µk−1=0= Ckµkw
2k−2 +O(w2k−1), w → 0.

�� �� 
�
)������
 �� ���� �������	 � ��� �� �� 
� �� ���� ����

µk(Φk(w, µ)− Ckw
2k−2) +

l∑

i=k+1

µiΦi(w, κi(µ)) = O(w2k−1), w → 0.

' �� ��	� � � ���
� ��� ��� � ����
 ���
 �	� �
��� �
��
� �(
µ1, . . . , µk

����
���� ��� �� ��� �������
 �� � ������$ �� ���� �

Φk(w, µ) = Ckw
2k−2 +O(w2k−1), w → 0.

�

� �����	�	��  �
$ ��	���� 
 ���� 
� ��� (Yµ)

� �	 �� �
� 
	� �� µ0

� 
 �
�
� �� �
��  � �� 

 ��

Yµ0



� 
	 �	���	�� � � ��
�� ������
���
�� � ����� � ����� ���� ��  �

�

∃k < l : µ0
j = 0, ∀j ≤ k


	�
µ0
k+1 6= 0,

�
 	
Cycl(Y µ, (L0, µ

0)) ≤ k + 1.



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

� ���� � �$ %�� � � � ��  �
� ��
 � 	���

∆(w, µ) =

l∑

i=1

µiΦi(w, κi(µ)), ∀(w, µ) ∈ [0,W1[×V, �� ���
(�	 ��� �

W1 > 0
�
� �� ���� (�
����
�

Φi : [0,W1[×Vi 7→ R
 � ���

κi(V) ⊂ Vi
 
1 ≤ i ≤ l

� " �	����	 ∀1 ≤ i ≤ l
�

Φi(w, κi(µ)) = Ciw
2i−2 +O(w2i−1), w → 0.

(�	 � ��
���
�
Ci 6= 0

����
 �
 �� ��� �
�� 
�� ���$ � �������
,��	������
 �	�����	� �


∆(w, µ0)
� � �� ���

∆�$ ��� 
�
,#�	� (�
����

Φ1

 (�	
w > 0

���� �� #�	�  �
� ���
 ��	���
� ��� 	��� ��� ��

w
�� �����


∆
1
(w, µ) =

l−1∑

i=1

µi+1Φ
1
i (w, κi(µ)),

(�	
w


��	 #�	� �
� � ���

∆
1

:=
∂

∂w

(
∆

Φ1

) �
�
Φ1
i :=

∂

∂w

(
Φi+1

Φ1

)
, ∀1 ≤ i ≤ l − 1.

' ��
 ∀1 ≤ i ≤ l − 1

Φ1
i = C1

i w
2i−1 +O(w2i), w → 0,

� ��	�
C1
i := 2iCi+1/C0 6= 0

� �
��
��
� ���� ��� ����
,��	������
 �	����
��	�  �(��	

k < l
��	������
� �
� �������
� �$ � 
�
,#�	� (�
����
  (�	

w > 0
���� �� #�	�  �� +
�

C∞ (�
����
�
∆
k
,Φk

1, . . .Φ
l−k
1

�
� 
�
,#�	�
��
���
��

Ck
1 , . . . , C

k
l−k

���� ���� �

∆
k
(w, µ) =

l−k∑

i=1

µi+kΦ
k
i (w, κi(µ)),

(�	
w


��	 #�	� �
� � ��� ∀1 ≤ i ≤ l − k

Φk
i = Ck

i w
2i−1 +O(w2i), w → 0.




��

� � � ��
�����
�� ��
��
µ0
k+1 6= 0

�

∆
k
(w, µ0) = µ0

k+1C
k
1w(1 + o(1)), w → 0.

�� �$ ��
��
���$ ���	� �� ���� � ��
���
�
0 < W 1 < W0

�
� � 
����� ��	�
��� � V0 ⊂ V �(

µ0 �

Rp ���� ���� ∀µ ∈ V0

 ��� � ��
∆(., µ)

��� �� � ���
k

#�	�� �

[0,W 1[

�� �$�
� ��� 	���� �
�

' ��� �	�� ������
 �� � ������$ �� ���� ���� �
 ��� 	����	 ���� ��� �$����
��$

Cycl(Y µ, (L0, µ
0))

�� ���$� � ��
��� �$
l
� �� �	� �(� � ��� �	����
�

��� ��
��	 ���� �
� �����	�	��  �

 ��	���� 
 ���� 
� ��� (Yµ)


� �	 �� �
� 
	� �� µ0 �

 �
��  � �� 

 ��


Yµ0



� 
	 �	���	�� � � ��
�� ������ ���
�� � �����
� ����� ���� ��  �

�

µ0
1 = µ0

2 = · · · = µ0
l = 0,

�
 	
Cycl(Y µ, (L0, µ

0)) ≤ l.

� ���� � 
	�� � 	�� ������
 � ��  �� �
�� ����
Yµ0

��� 
� �� �� �$��� 
��	
L0

� " �	����	 � ��	�� ���	 �����
µ ∈ V (�	 � ����

µ1 = µ2 = · · · = µl =
0

��		��� �
� � ��� � �����	 +��
Yµ


�� ����
� �
$ �� �� �$�� 
��	 L0

�
%�� �� ��
��� �

C = {µ ∈ R
p : µj = 0, ∀1 ≤ j ≤ l}.

� ������ V �� � 
���� ��	��� � �(
µ0 �


Rp  ���	� �� ����
ρ0 > 0 � ���

V0 = {µ ∈ R
p :

l∑

j=1

µ2
j < ρ2

0

�
� ∣∣µj − µ0
j

∣∣ < ρ0, ∀j > l} ⊂ V.


�	 � ��	�� ���	 �����
µ ∈ V0\C

 �� ���� �

∃!0 < ρ < ρ0 : µj = ρµj, ∀1 ≤ j ≤ l
�
� l∑

j=1

µ2
j = 1.

�� ����



���� ��� � � �
�� ����
 ��� ��� �� ��� ����
 
��

%�� � � � �� ���	�
���� ��� �� ����
�� �( �

0 < W1 < W0

�
� (�
����
�
Φi : [0,W1[×Vi 7→ R

� ���
κi(V) ⊂ Vi

���� ���� �

[0,W1[×V �

∆(w, µ) =
l∑

i=1

µiΦi(w, κi(µ)),

� ��	� ����
Φi(w, κi(µ))

��
 � � � 	����
 �� �

Φi(w, κi(µ)) = Ciw
2i−2 +O(w2i−1), w → 0,

(�	 ��� � ��
���
�
Ci > 0

� ��� �

[0,W1[×V0\C

 �
� ��
 ���	���
∆

�

��	� � �(

(ρ, µ)
�� �

∆(w, χ(ρ, µ)) = ρ
l∑

j=1

µjΦj(w, κi(χ(ρ, µ))),

� ��	�
µ = χ(ρ, µ)

�� ��+
�� �$ �� ���� �
�
µj = µj

 ∀j > l
� �������

#�	�� �(
∆(., µ)

(�	
µ ∈ V0\C

��		��� �
� � ��� ������� #�	�� �( ��� � ��

Ψ(w, (ρ, µ) =
l∑

j=1

µjΦj(w, κi(χ(ρ, µ))),

� ���
0 < ρ < ρ0

�
�
µ

��	$�
� �
 ��� ���

B = {µ ∈ R
p :

l∑

j=1

µ2
j = 1

�
� ∣∣µj − µ0
j

∣∣ < ρ0, ∀j > l}.


�	 �
$
b0 = (µ0

1, . . . µ
0
l )

$ �
� �
 ��� �
�� ����	�
Sl−1 ⊂ Rl  �� +
� �


k = k(b0) ≤ l − 1
���� ����

µ0
j = 0, ∀1 ≤ j ≤ k

���
µ0
k+1 6= 0

� �$
� ����$ �
������ ��	������
,��� ����
 �	��� �
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��� �( ��� ����	�
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ẋ = y −
(
xn+1 +

∑(n−1)/2
i=1 a2ix

n+1−2i
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ẏ = −
(
xm +

∑(m−1)/2
i=1 b2ix

m−2i
)
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� + �� �$ ����� �	���� �(
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��  A �� ���� �� � � �	���	���
%�� A � � �
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γ1 ⊂ A �
�
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p1 ∈ γ1
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p2 ∈ γ2
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�
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�
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� �
���
���$ �
�	����
� �
 A : pn → q},

�
� �
  �	����� ���	�
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Σ−
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−
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x ) | x ∈]b, c[},

Γ−
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� ��
��

∂eA ∩ ∂iA = φ
 �� ���	$ ��- ��� �� �	��� ����

{(a, 0)} ∪ {(d, 0)} ∪ Γ+
e ∪ Γ−

e ⊂ ∂eA
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� �� ��� � �� �	��� ��� �
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� ��
��	��� ��

(x, q+
x )

� " �	����	 (	�� ��� �� ���
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X1(T

−1(x, y)) = DT−1
(x,y)X0(x, y).
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(2x+ x2 + y2) ∂
∂x

+ (y + xy) ∂
∂y
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3
�

[2 x+ y2, y].
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1

2
x2, y +

1

2
x y].
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